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Ueber aperiodische Bewegung gedampfter Magnete.

Erste Abhandlung.

<Gelesen in der Gesammitsitzung der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin
am 5. August 1869.)1

8 1. Einleitung.

In seiner ,,Anleitung zur Bestimmung der Schwingungs*
dauer einer Magnetnadel““? stellt Gauss fir die Bewegung eines
in dampfender Umgebung schwingenden Magnetes die Fundamental-
gleichung auf

+ 2.5, (B

wo x den dem Stand des Magnetes zur Zeit t, p den seinem Buhestand
entsprechenden Scalentheil, n2 die magnetische Bichtkraft (fir die Ein-
heit der Ablenkung) und 2s die verzdgernde Kraft der Dampfung (fiir
die Einheit der Geschwindigkeit), beide mit dem Tragheitsmoment des
Magnetes dividirt, bedeuten. Das Integral dieser Gleichung giebt Gauss
unter der Form
X =p + Ae~ltsin [j/n2 — e2. (t — H)}, (m
wo e die Basis der natdrlichen Logarithmen ist, A und B die beiden
durch die Integration eingefuihrten willkirlichen Constanten vorstellen.
Ohne die verzdgernde Kraft der Dampfung ist nach Gauss das Integral
X =p + A.sin [n (t— Z?7} (1)
[808] Nachdem Gauss aus Gleichung (I) die Theorie der Schwin-
gungsbewegung gedampfter Magnete hergeleitet hat, sagt er: ,,Bei allem

1 Monatsberichte der Akademie u. s. w. 1869. S. 807; — Archives des
Sciences physiques et naturelles. Geneve 1872. t. XLIV. p. 312; — t. XLV. p. &»
2 Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins im Jahre 18381»
Gottingen 1838. S. 58; — C. F. Gauss Werke u. s. w. Gottingen 1867. 4 .

Bd. V. S. 374
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wais bisher entwickelt ist, liegt die Voraussetzung zum Grunde, dass «
»Kleiner sei als n; im entgegengesetzten Fall nimmt das Integral der
~Fundamentalgleichung eine andere Form an. Man erhalt ndmich an-
statt des Gliedes Ae—* sin \'Yn2 — s2 . (t — B)}, in dem Fall,
.Wo £ grosser ist als n, zwei Glieder von der Form

Ae~ (» + 12—t | RBe— (e — Fe2 —n)t gy)
wund in dem Fall, wo s = n ist, von dieser
(A + Bi) e~ V)

»In beiden Fallen findet also in der Bewegung gar nichts perio-
disches mehr Statt, sondern der Stand nahert sich asymptotisch dem

»Ruhestande. Fir unsem Dampfer ist L= 0-22152, und es miusste

»also ein mehr als 4xj2mal starker wirkender Dampfer angewandt werden,,
»,um solchen Erfolg hervorzubringen. Offenbar aber wirde es dazu nicht
»hinreichend sein, die Metallmenge nur in demselben Verhéltniss zu ver-
»grossem, in sofern diese Vergrossenmg nach aussen angebracht werden
»musste, und die &ussem Schichten des Metallrahmens vergleichungs-
,weise weniger zur Inductionswirkung beitragen als die innem. Allein
485 wirde nicht einmal anzurathen sein, eine Dampfung von einer
»solchen Stdrke anzuwenden, dass die Bewegung aufhorte periodisch zu
sein, theils weil, sobald s den Grenzwerth n Uberschreitet, die An-
ndherung an den Ruhestand wieder langsamer geschieht, theils weil
»man dann den wesentlichen Vortheil verloére, aus zwei beliebigen, um
.7]“ — die Schwingungsdauer des gedampften Magnetes — ,von ein-
ander entfernten Aufzeichnungen den Ruhestand auf eine bequeme Art
,,Jberechnen zu konnen.*

So weit Gauss. Er hat den aperiodischen oder schwingungs-
losen Zustand geddmpfter Magnete, wie man ihn nennen kann, mit
geistigem Auge gesehen, ohne ihn wirklich zu beobachten, und seine
Andeutungen darliber sind meines Wissens mehr als dreissig Jahre
unbeachtet geblieben, obschon [809] sie, wie sich zeigen wird, den Keim
einer interessanten Theorie und, Gauss' Meinung zuwider, eines praktisch
wichtigen Verfahrens enthielten. Ich habe gefunden, dass jener Zustand
sich leicht verwirklichen lasst; und noch Jedem, der von der aperiodischen
Bewegung meiner Bussolspiegel Zeuge war, sprang der Vortheil in die
Augen, der daraus bei vielen Arten galvanometrischer Versuche er-
wachsen musse.

Da die Darstellung, deren sich Gauss im Obigen bedient, den
Bunkt, auf den es hier ankommt, nicht mit voller Klarheit hervortreten
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lasst, so wird es angemessen sein, die Theorie der aperiodischen Be-
wegung gedampfter Magnete zunéchst etwas ausfiihrlicher zu entwickeln.

8. Il. Allgemeine Gleichung der Bewegung gedampfter
Magnete, und periodische Bewegung solcher Magnete.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Ruhelage des
Magnetes dem Nullpunkt der Theilung entspreche, also p — 0 sei. In-
dem man sonst die GAUss'schen Bezeichnungen beibehdlt, aber zur Ab-
kirzung einen der beiden Werthe von '

Ve — w2 =r
setzt, erhdlt man als allgemeines vollstandiges Integral der Differential-
gleichung (1) die Gleichung
x = e~‘l (Ae~rl + Bert), (V1)
deren rechte Seite mit (IV) identisch ist.

Zur Bestimmung der Constanten A und B dienen Annahmen (ber
Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit des Magnetes. Denken wir uns
den Magnet durch eine dussere Kraft, z. B. durch einen bestandigen
elektrischen Strom, in der Ablenkung f gehalten, die aber nicht grosser
sei, als dass nicht die Proportionalitat zwischen Ablenkung und Richt-
kraft noch angenommen werden diirfe, und die Dampfung merklich den
gleichen Werth behalte. Im Augenblick t = 0 werde die Kette ge-
offnet, und der Magnet gleichsam seiner Ruhelage zu fallen gelassen.

Far t — 0 haben wir dann x = g und R — 0. Man findet

[810] A = o« — r)’
2r

B = 2r '’
und Gleichung (VI) wird

X = —.e~"*[(« + 1) ert— (s — r) e-rt], (VI

Die Art der Bewegung des Magnetes, welche durch die Gleichungen
(Y1) und (YD) dargestellt wird, ist verschieden je nach der Beschaffen-

heit der AVurzelgrdsse r.

Ist s < n, so ist r = in, wenn wir Y— 1 mit i, und einen der
beiden Werthe von Y72 — « mit p bezeichnen. Gleichung (VI) ge™
dann unmittelbar Gber in

x = e-,I{(A + B) cos (pr) — i (A — B) sin (p#)},
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oder, wenn den Constanten A und B ihr Werth ertheilt wird, in
xm= | | cos (pt) + sin (pt) | (1X)

Diese Gleichungen zeigen eine Schwingungsbewegung des Magnetes an,
bei der die Amplitude der Schwingungen in einer geometrischen Reihe
abnimmt, die bekannte Bewegungsart gedampfter Magnete. Der Magnet
geht durch den Nullpunkt jedesmal dass

tg {ot) = — v,
und erreicht seine grosste Elongation jedesmal dass
sin {pt) — 0.
Bestimmt man eine Winkelgrosse ¢ durch die Gleichung
= — yc,
so wird Gleichung (IX)
X 1-e=" ysin {9 {t — <)} (X)

[811] Der von der eckigen Klammer umfasste Factor’in dieser Gleichung
entspricht dem periodischen Factor in (I1X), verschwindet fir tg (ot) =

— — und wird = 1 fir sin (pt) = 0.

Abgesehen von der von uns vorgenommenen Constantenbestimmung,
ist Gleichung (X) einerlei mit (Il), oder von der Form, in welcher Gauss
das Integral der Fundamentalgleichung unter der stillschweigenden Vor-
aussetzung hingestellt hat, dass s < n sei; wahrend er der allgemeinen
und urspringlichen Form des Integrals, namlich der Gleichung (VI), aus
der (I1) erst durch eine allerdings geldufige Umformung hervorgeht, erst
spater bei Erwégung der Mdglichkeit, dass e > n werde, gedenkt. Was
Gauss bewog, die umgeformte Gleichung (lI) voranzustellen, ist sichtlich
der Umstand, dass in dieser Gestalt die Gleichung sich an die (IlI) an-
schliesst, welche die Bewegung des Magnetes ohne Dampfung darstellt.
Setzt man in der Fundamentalgleichung e = 0, wodurch der die
Dampfung ausdriickende Term verschwindet, so erh&lt man als allge-
meines vollstandiges Integral den von Gauss gegebenen Ausdruck (ITT),
und unter denselben Annahmen ({ber Anfangslage und Anfangs-
geschwindigkeit, die wir fur den Fall der Dampfung gemacht haben,
und fir p = 0,
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wo n in Ublicher Bedeutung genommen ist. Die Vergleichung der Aus-
drucke (1) und (I11), oder (X) und (XI), lasst den Einfluss der Dampfung
auf die Schwingungsbewegung klar Ubersehen, der sich theils in dem
Auftreten des die Amplituden vermindernden Factors e~'1, theils in dem
langsameren Wachsen des Argumentes der periodischen Function aus-
spricht, wodurch eine grossere Schwingungsdauer angezeigt wird. Da es
Gauss zundchst auf diesen Vergleich ankam, der Fall s > n ihm da-
gegen nur als theoretisches Curiosum vorschwebte, durfte es ihm gleich-
gultig sein, dass bei seiner Darstellung [812] der unmittelbare Einblick
in den Uebergang der periodischen zur aperiodischen Bewegung, der hei
s — n stattfindet, verloren ging.

8. in. Aperiodische Bewegung gedampfter Magnete.

In dem Falle « > n, wo also r reell ist, gilt Gleichung (VII), wie
sie dasteht. Die Bewegung ist nicht mehr periodisch, sondern die Ab-
lenkung als Function der Zeit wird dargestellt durch den Unterschied
der Ordinaten zweier Exponentialcurven, die sich der Abscissenaxe
asymptotisch néhern. Der Werth t = o0 ist der einzige mdogliche, der
x = 0 macht. Fallt also der Magnet von der Ablenkung g, welche
beliebig gross gedacht werden kann, ohne Anfangsgeschwindigkeit herab,'
so wird der Nullpunkt nicht Uberschritten, sondern erst nach unendlicher
Zeit erreicht. Die Curve der Ablenkungen bezogen auf die Zeit hebt bei
t = 0 mit der Ordinate £ und mit horizontaler Tangente an, und hat
zuerst einen gegen die Abscissenaxe concaven Verlauf. Die Curve der
Geschwindigkeiten

dx = 12 e-*" (e~rt — «rt) (X1

dt 2r
ist am Urspriinge concav gegen die Abscissenaxe, und erreicht ein negar
tives Maximum fiir

t = — log. nat. 6 r, (X1

welchem t also ein Wendepunkt der Curve der Ablenkungen entspricht.
Nach genau der doppelten Zeit folgt der Wendepunkt der Curve der
Geschwindigkeiten, die sich gleichfalls der Abscissenaxe asymptotisch an-
schliesst.  Die Ordinaten beider Curven sind fur gleiche Zeiten |

proportional.
Eine bemerkenswerthe Vereinfachung tritt in vielen Beziehungen ei»
fir den Grenzfall, dass n = s, oder dass r = 0 wird. Das Integral

der Differentialgleichung ist alsdann [vergl. oben S. 285 (V)]
Xx = (A + Bt) e~
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jJ findet man = f, B — af, und man hat

* = J.e~lt 1 +'et). (X1V)
[813] Diese Gleichung, und die davon abgeleitete
% = é.Me-" (XV)

lassen sich leichter discutiren als die allgemeineren (VII) und (XII).
Einige der sich dabei ergebenden Beziehungen sind in Fig. 22 dargestellt,
in welcher 8 = 2, e = « = 1 gesetzt sind. Die oberhalb der Ab-
scissenaxe verlaufende Curve {gwf) ist die der Ablenkungen, die unter-

Fig. 22.

halb (0 mw,t) die der Geschwindigkeiten. Die punktirte Curve (g, ™

au
~~ 1) ist die Sinuscurve der Ablenkungen ohne Dampfung, und stellt
Gleichung (XI) fur n = 1 dar. Der Wendepunkt der Curve der Ab-
lenkungen und das Maximum der Curve der Geschwindigkeiten treten
ein zur Zeit

* = V- ' (XY1)
In der doppelten Entfernung vom Nullpunkt, also zur Zeit
t = — (XVII)

fritt auch hier der Wendepunkt, der letzteren Curve ein. Die Ordinaten
~er Curven sind fiir gleiche Zeiten g proportional.
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[814] Wird endlich « im Vergleich zu n so gross, oder, was volliger
Astasie des Magnetes entsprache, n im Vergleich zu « so klein, dass n
gegen e verschwindet und r merklich = s ist, so nimmt das allgemeine
vollstdndige Integral unserer Fundamentalgleichung abermals eine andere
Gestalt an. Setzt man nédmlich n2 = 0, so wird jenes Integral

X — A.e 2( + B, (XVni)

wo A und B die beiden willkirlichen Integrationsconstanten bedeuten.
Unter denselben Annahmen Uber Anfangslage und Anfangsgeschwindig-
keit wie fruher, findet man

A=0B=g¢gx=g (XIX)
Der Magnet bleibt also bei f stehen, und die der Abscissenaxe parallele
Gerade, welche f zur Ordinate hat, ist die Grenze, der sich die Curven
der Ablenkungen bezogen auf die Zeit nahern, wenn n im Vergleich zu
« immer Kleiner wird. Erhalt aber unter diesen Umstanden der Magnet
im Augenblick t = 0 bei £ einen Stoss, der ihm eine Geschwindigkeit
+ ¢ ertheilt, so wird

N=* £ * =+ X - £ — m

Der Magnet bewegt sich also mit abnehmender Geschwindigkeit

dem Punkte £ 4- ™ zu, wo er nach unendlicher Zeit stehen bleibt
1

» — 2 £

Der Vorgang ist der Form nach genau der namliche wie in dem Fahe,
wo ein Korper nach erhaltenem Stosse sich in einem Mittel bewegt, das
ihm einen seiner Geschwindigkeit proportionalen Widerstand entgegen-
setzt; und dies ist die hochste Stufe des AEAGo’schen Phaenomens des

Rotationsmagnetismus.

8. IV. Uehersicht der Bewegungsformen ungedampfter und
gedampfter Magnete.
Je nach den Werthen von e und n nimmt also das Integral der
Fundamentalgleichung die finf verschiedenen Formen an, welche folgende
Uebersicht nochmals im Zusammenhénge zeigt.
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[816] Aus (IX) wird durch « = 0 (XI), durch s = n (XIV); aus
(VIT) durch a = n (XIV), durch n — 0 (XIX). Dieser Uebergang der
verschiedenen Formen in einander ist das analytische Abbild des all-
méhlichen Ueberganges, der in Wirklichkeit von den Schwingungen des
ungedampften Magnetes bis zur volligen Astasie des gedampften
Magnetes fuhrt.

Die Schwingungsdauer des gedampften Magnetes ist nach Gauss

i (XXI)
Wird also a = oder > n|, d. h. die Bewegung aperiodisch, so spricht
sich dies darin aus, dass der Ausdruck fir die Schwingungsdauer unend-
lich gross, beziehlich imaginar wird.

Der Ausdruck fir das in natdrlichen Logarithmen angegebene
logarithmische Decrement der Schwingungen des geddmpften Magnetes ist

= « 7] = )
Yfi? — *
Far £ = n ist A unendlich, schon die zweite Amplitude verschwindet
im Vergleich zur ersten. FUr s > n ist A imagindr, und auch so giebt
sich die eingetretene Schwingungslosigkeit zu erkennen.

8. V. Aperiodische Bewegung mit Anfangsgeschwindigkeit.

Wir wollen jetzt einen Fall betrachten, dessen Behandlung wesent-
lich dazu beitragen wird, unsere Kenntniss der aperiodischen Bewegung
gedampfter Magnete zu vervollstandigen. Dies ist der Fall, wo die An-
fangsgeschwindigkeit nicht Null ist, sondern einen negativen Werth — c,
also im Sinne der Richtkraft, besitzt. Die Constanten A und B werden
beziehlich in Gleichung (VI)

c—e(fE—rn —c+£E£@+0

2r ' 2r '
und in Gleichung (V)
[817] I, — ¢ + eg;
die Gleichungen selber
y [c— | E—nrIert—[c— ]+ }erl, (XXH)
X = eIt —t( — *N)e (XXI3D

Die Bewegung ist aperiodisch; Ubersteigt aber C in jedem der beiden
Félle (XXII) und (XXII) einen gewissen Werth, den wir bald néaher
betrachten wollen, so wird der Nullpunkt Gberschritten. Noch ehe e
diesen Werth erreicht, werden die Curven der Ablenkungen und der
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Geschwindigkeiten von t = 0 ab convex gegen die Abscissenaxe. Im
Talle (XXD3) tritt dies z. B. ein bei ¢ > 1j2 eg fir erstere, bei ¢ > 1/a
fur letztere Curve, wéhrend, wie wir sehen werden, erst von ¢ > «g ab
der Nullpunkt Uberschritten wird. Dies Ueberschreiten geschieht im
Talle (XXII) zur Zeit

1 c— |
— 271dogc — (e + ry
im Talle (XXHI) zur Zeit
L= _ s
Jenseit des Nullpunktes kehrt der Magnet in seiner Bewegung um, im
Talle (XXII) zur Zeit
_lbw g«..+ rH¢ - i 3
max — aF T8 " — 1) {¢ | (< + »0)
im Talle (XXIH) zur Zeit

trniax —

« (c — *fy
. dx .
zu welchen Zeiten durch Null geht. Die Curve der Ablenkungen

ist vom Nullpunkt der Scale ab concav gegen die Abscissenaxe der Zeiten;
es erfolgt aber ein positives Maximum der Geschwindigkeit, sowie ein
Wendepunkt der Curve der Ablenkungen im Talle (XXH) zur Zeit
[\Vg | t = 1L wi(@+ rf Nj

2r (s 2 (c— &« + nNY¥
im Talle (XXIII) zur Zeit

«l
6 {{ — eg)'

Darauf ndhert sich der Magnet von der anderen Seite her asymptotisch
dem Buhestande. Auch die Curve der Geschwindigkeiten nahert sich
schliesslich asymptotisch der Abscissenaxe, nachdem sie im Talle (XXTT)
zur Zeit

tn ~~

A ico P +13fc— |t —0nj
T 2r gt —rs{c—g + Nk
im Falle (XXIII) zur Zeit
3c— 2
« (¢ — eg)

tiD. ==

einen Wendepunkt' gehabt hat.
Die Zeiten t0, tmax, tw, tW bilden also in beiden Téllen Glieder einer
arithmetischen Beihe, deren bestdndiger Unterschied im Talle (XXII)
1 « + r
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im Talle (XXIII) betragt [vergl. oben S. 288. 289, (XII, XVI,.

xvn)].
In Fig. 23 zeigt JtOmwt die durch (XXIII) dargestellte Curve der

Ablenkungen bezogen auf die Zeit, nebst der zugehorigen Curve der
Geschwindigkeiten (2 e§, tmrn,w,t), unter sonst denselben Annahmen wie
in Fig. 22; die Curve der Ablenkungen ist von ihrem negativen Maxi-
mum m ab dieselbe wie in Fig. 22, nur mit verkleinerten Ordinaten.
Die Anfangsgeschwindigkeit c ist in der Figur = 2 «£ = 4 gesetzt. [819}

Fig. 23.

Da die Zeit in ihrem Fortschritt nicht negativ werden kann, haben
die Ausdriicke fur t0 eine wirkliche Bedeutung nur wenn in dem auf
den Fall (XXII) beziiglichen Ausdruck die Grésse unter dem Logarithmus
positiv und > 1, also .

c> i+ (XXlV)
wo I, wie stets von hier ab, einen positiven Werth hat; oder wenn W
dem auf den Fall (XXIII) beziglichen Ausdruck
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c > e (XXV)
ist. Noch fur ¢ = | (¢ + r) im ersten, ¢ = e| im zweiten Falle
wird der Nullpunkt erst nach unendlicher Zeit erreicht, und zwar
nehmen dabei die Gleichungen (XXII) und (XXIII) beziehlich die ein-
fachen Formen an
[820] * = |eer-<a+r)K (XXVI)
* = *, (XXVII)
Ist r = f, oder gilt Gleichung (XX), so muss ¢ = 2 sf sein, da-
mit der Magnet den Nullpunkt erreiche, und > 2 «§'B damit er ihn

Uberschreite. Ist ¢ = 2 ef£ + S, so bleibt er bei — ,, . stehen.

ut

8. VI. Herleitung der Bedingung fur die zum Ueberschreiten
des Nullpunktes noéthige Anfangsgeschwindigkeit.

Der Sinn der Bedingung fir die zum Ueberschreiten des Null-
punktes néthige Anfangsgeschwindigkeit in den durch die Gleichungen
(XXI) und (XXIII) dargestellten Fallen ergiebt sich aus folgender Be-
trachtung. Es ist offenbar gleichgiltig, ob dem Magnete zu einer Zeit
tn, wo er aus einer Ablenkung x0 fallen gelassen wird, eine Geschwindig-
keit — c0 ertheilt werde, oder ob er zur Zeit t0 bei x0 anlangend, die-

d
selbe Geschwindigkeit — c0 = % durch Fallen aus einer hoheren

Ablenkung |, gleichsam als Fallgeschwindigkeit, erlange. Keine
Fallgeschwindigkeit <™, die der Magnet bei x0 durch Fallen von einem

beliebig hohen | hatte erlangen koénnen, wirde also, wenn sie dem
Magnete beim Fallenlassen von x0 zur Zeit t0 als Anfangsgeschwindigkeit
— Cq ertheilt wirde, ihn Gber den Nullpunkt fuhren. Denn obschon in
Wirklichkeit die Anwendung unserer Formeln der oben S. 286 erwéhnten
Beschrankung unterhegt, gelten sie in der Idee fir jeden denkbaren

dx
Werth von £, und wenn also der Magnet die Geschwindigkeit 0 =

— ¢0 durch F&hen von jenem behebig hohen | erlangt hatte, wirde er
'sich asymptotisch der Buhelage nahern.

Die Bechnung bestétigt diese Schlisse. Der Einfachheit halber sei
die Bewegung nur eben aperiodisch, d. h. e = n, und demgemass ihre
Gleichung [s. oben S. 289 (XIV)]

X = ].8~H (@1 + et),
[821] x0 eine Ordinate zu t0. Indem wir den Coordinatenursprung von
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t = 0 nach t — 10 verlegen, verwandeln wir der Form nach den Vor-
gang in den durch Gleichung (XXIII) dargestellten, und haben also

x = e=s{t—k {80 — (" — 1) (— %m — *TO} iy

Es ist aber, nach Gleichung (XIV) und (XV),
= 1.c-fo (1 + eq,
dx0 e A
at = — | e e—
Diese Werthe in (XXVIII) eingesetzt liefern wieder die urspriingliche
Gleichung (X1V), d. h. der Nullpunkt wird nicht Uberschritten, wenn
dem Magnete hei x0 eine Geschwindigkeit ertheilt wird, wie er sie dort
durch Fallen von einem beliebig hohen | hatte erlangen kdnnen.
x kann erst Null werden, wie Gleichung (XXVIII) uns abermals vor-
fahrt, wenn

dxn
dt > sx0, d. h. c0 > ex0.
Dieselbe Schlussfolge fuhrt unter der Annahme e > n zur Bedingung
dé(s > (« + r)x0, d. h. ¢ > r) x0,

entsprechend der Ungleichheit (XXIV) auf S. 294. So werden wir darauf
hingewiesen, dass ex, (e + r)x vielleicht allgemein die Grenzgeschwindig-
keiten seien, die heziehlich fir e = n, e > n der Magnet hei x durch
Fallen aus einer beliebig hohen Anfangslage erlangen konne. Es handelt
sich darum, die Richtigkeit dieser Vermuthung zu prifen.

Dazu missen wir von der Betrachtung der Geschwindigkeit als

Function der Zeit und Anfangslage — = / (t, ), Ubergehen zur Be-
trachtung der Geschwindigkeit als Function der Ablenkung und An-
| . .
fangslage R = b [x, |). Letztere Function [822] lasst sich nun zwar

nicht explicit darlegen; dies verhindert aber nicht, den Verlauf der entr
sprechenden Curve soweit festzustellen, als fiir unsere Zwecke néthig ist.
Aus Grinden, die bald einleuchten werden, berlcksichtigen wir zunéchst

nur den Fall e = n, oder die Bewegungsgleichung (XIV).
Der Kirze halber setzen wir
, o dxo o, dx dx"
X dt X dat, 7 dt
Wir haben dann die Gleichungen
X =+ |.e“ (1 + et)

X .e~ eH
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= + | e-ls2(et— 1)
= — g.e~t(s3 (et — 2).
Nun ist allgemein
dx' d2x XX — X
dx ~dx2 ?3 -
Hieraus ergeben sieh, durch Einsetzen obiger Werthe fir x, x", X7,
folgende Beziehungen:

dx _ 1 — et d2x 1
dx t ' dx g. e~ct e2t3'

Mit Hilfe dieser Gleichungen l&sst sich der Verlauf der gesuchten Curve
x = ¥ (x) zwischen den Grenzen x = 0, x = g deshalb discutiren,
weil, wahrend t von Null bis oo stetig wéchst, x stetig von g bis Null
abnimmt.

d . .
Aus dem Werthe von —’2‘85 folgt zundchst, dass die Curve zwischen
den angegebenen Grenzen keinen Wendepunkt hat, sondern der Abscisse
stets ihre Concavitdt zukehrt. Aus dem Werthe von d folgt ferner,

dass die Curve bei x = 0 aus der Abscissenaxe herabsteigt unter einem
Winkel, dessen Tangente den absoluten Werth s hat. Sie hat dann

1 2 . . .
fur t = — (XVI) oder x = — § ein Maximum im absoluten Betrage

£
von -- g, und [823] kehrt bei g zur Abscissenaxe zuriick mit darauf

senkrechter Tangente; denn fir f = 0 ist

dx

dx
Unter denselben Annahmen, wie den bei Fig. 22 gemachten, sieht daher
unsere Curve etwa aus, wie die ausgezogene Curve Omgin Fig. 24, in
welcher die Geschwindigkeiten, obschon analytisch negativ, der Anschau-
lichkeit halber CGber der Abscissenaxe aufgetragen, und 09, g6, die
Tangenten an den letzten Elementen der Curve bei 0 und g sind. Da
wir in der Figur « = 1 gemacht haben, ist der Winkel 00g = 45°.

Dies ist der allgemeine Verlauf der Curve fir jeden Werth von g.

Ts erlbrigt sich ein Bild davon zu machen, wie sich die Curve mit g
audert. Sowohl die Ordinaten als die Abscissen der Curve sind flr ein

gegebenes t proportional g (s. oben S. 289); die den verschiedenen
Berthen des Parameters g entsprechenden Curven sind also einander

ahnlich. Da die Curven vom Nullpunkte s&mmtlich unter dem Winkel

00.
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[824] ausstrahlen, dessen Tangente e ist, wahrend der £-Punkt auf der
Abscissenaxe weiter hinaus verlegt wird, so bilden die durch Yer-
grosserung von g aus Om| entstehenden Curven eine Schaar, wie Fig. 24
in den punktirten Curven Oml£,, Om2]2, .. . zeigt. Fasst man einen

Fig. 24.

Punkt einer der Curven in's Auge, so rickt in dem Maasse, wie £
wachst, der Punkt auf der durch ihn und den Nullpunkt gelegten

Geraden

st
= XXIX
X e p 1 EX ( )

weiter fort; denn alsdann wachsen Ordinaten und Abscissen des Punktes
proportional f. Z. B. das Maximum unserer Curve x — $ (x, f) be-

wegt sich wegen t = (XVI1) auf der Geraden

18x

(s. 0Omm1m2 m3 in der Figur); der dem Wendepunkte der Curve x =/ (bl)
(s. oben S. 296) entsprechende Punkt wegen t = - (XVII) auf der

Geraden
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n. s. w.; endlich der dem Nullpunkte n&chste Punkt wegen t = oo auf
der Geraden

X = — ex
(s. 00 in der Figur).

Macht man zuletzt £ unendlich, und soll Gleichung (XIV) fir ein
endliches x erfullt sein, so muss auch t unendlich sein. Erst nach un-
endlicher Zeit trifft der aus dem Unendlichen fallende Magnet im End-
lichen ein, wobei seine Geschwindigkeit fur endliche Zeit unendlich ist.
Im Endlichen aber besteht, wie wir eben sahen, wegen t = 00 in
Gleichung (XXIX), zwischen seiner Geschwindigkeit und Ablenkung in
jedem Augenblicke die Relation,

X — — ex.

Die durch diese Gleichung dargestellte Gerade 06 in der Figur ist
somit die Grenze, der sich im Endlichen [825] unsere Curven
nahern, wenn £ in’s Unendliche wachst; was schon aus ihrer
Aehnlichkeit ohne Weiteres erhellt, tbrigens sich den Gleichungen (XIV)
und (XV) auch unmittelbar entnehmen lasst. Der durch Division beider
Gleichungen erhaltene Werth von t in (XIV) eingesetzt giebt
-
el = (V + ex) e *+'%,
eine Relation, die fir f = oo nur stattfindet, wenn x = — ex ist.

Damit sind wir am Ziele. In jeder fiir uns in Betracht kommen-
den Entfernung vom Nullpunkte konnen wir die Gerade 00 fir die
Curve selber nehmen, in der die Geschwindigkeit des aus verhaltniss-
méssig sehr grosser Feme fallenden Magnetes abnehmen wirde; diese
Abnahme geschédhe den Ablenkungen proportional. Die Ordinaten der
Geraden 06 geben folglich fir jedes x die grosste Fallgeschwindigkeit an,
welche der Magnet dort erlangen konnte, und mit der er also noch nicht
den Nullpunkt Gberschreiten wirde. Setzen wir x = |, so folgt —
als grosste bei T erreichbare Fallgeschwindigkeit. Es muss also im Fall
e = n dem Magnete bei |, damit der Nullpunkt Uberschritten werde,
eine Anfangsgeschwindigkeit ¢ > «g (XXV) ertheilt werden; und so hat
in diesem Fall unsere Vermuthung sich bestatigt.

Setzt man wie in Fig. 23 ¢ = 2eg = 4, so zeigt die Curve

— 0, 0) in Fig. 24, wie etwa die Curve der Geschwindigkeiten
bezogen auf die Ablenkungen sich gestaltet, wenn der Magnet in Folge
eiuer ihm bei g ertheilten Anfangsgeschwindigkeit den Nullpunkt (ber-
schreitet. Das Stick (— g¢', 0) der Curve ist natirlich nach demselben
Gesetze gebildet wie die Curven Omg, Omigx, ..., und das verkleinerte

Gegenstiick dazu.



300 XII. lieber aperiodische Bewegung gedampfter Magnete. — Abh. I. —

Die Gleichung
x = e-a{f —t(c— «)}
T(XXm) S. 292], welche im Falle e = n die Bewegung des Magnetes
mit der Anfangsgeschwindigkeit — c¢ vorstellt, geht fir ¢ = s£ (ber in

w = 1+ e—tl
[(XXVII) S. 295]. Anstatt als Anfangsgeschwindigkeit, kdnnen [826]
wir uns ¢ = ££ jetzt aber auch als Fallgeschwindigkeit, durch Fallen

aus dem Unendlichen entstanden, denken, indem wir annehmen, dass die
Zeit von dem Augenblick an, wo der aus dem Unendlichen fallende
Magnet durch die Lage £ hindurchging, neu gezéhlt werde. Der aus
dem Unendlichen nach unendlicher Zeit im Endlichen angelangte Magnet
wirde den Nullpunkt also erst nach abermals unendlicher Zeit erreichen.
Uebrigens stdsst hier die Umkehrung der Gleichung zwischen x und t auf
keine Schwierigkeit mehr, daher in diesem Falle die Gleichung x — ¢ {x, £)
selber darstellbar wird. Man hat

x'= — £ se~It,
und indem man fur e~It seinen Werth aus (XXVII) setzt, erhalt man
dem Obigen entsprechend

X = — eX,

wie umgekehrt Gleichung (XXVII) aus der Integration des letzteren
Ausdruckes hervorgeht, wenn man zur Constantenbestimmung x = £
fur t = 0 setzt.

Wendet man dieselben Betrachtungen auf den Fall « > n an, so
findet man
dx e —r)erl — (e + r) e-rt
dX e-rt — ert 7
d2x' 1 j 2r )3
dx? £.n2e~lt le~rt — *

Die Curve x = & (x, |) ist also auch in diesem Fall ohne Wendepunkt,
concav gegen die Abscissenaxe, mit einem Maximum fur den oben (XIII)
gefundenen Werth von t\ die Tangente des Winkels am Nullpunkte be-
tragt £ —r; am Punkte ist der Winkel ein rechter. Die Curven fir
verschiedene £ sind einander &hnlich. Fur | = oo muss auch hier
t = oo sein, wenn x endlich sein soll; als diesem Fall entsprechende
Grenzgestalt der Curvenschaar erhadlt man aber hier die Gerade
X — — (fi — nNx\

(fi — r) £ ist die bei £ erreichbare Grenzgeschwindigkeit. Auch hier
folgt dasselbe unmittelbar aus dem durch Eliminiren von t zwischen
(VI1) und (XII) erhaltenen Ausdruck
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[827] X  y+4a
pr s + 1)
dessen rechte Seite fir x — — (s — r) x unendlich wird.

Als obere Grenze der Anfangsgeschwindigkeit, welche dem Magnete'
bei | ertheilt, ihn fir e > n noch nicht Uber den Nullpunkt fihrt,,
fanden wir oben S. 294 (XXIV) den Werth (¢ + r) f. In diesem Talle
trifft also unsere Vermuthung hinsichtlich der Bedeutung dieser Grenze
in etwas anderer Form zu, als in dem Fall s = n. Es muss die dem
Magnete bei | ertheilte Anfangsgeschwindigkeit die bei | erreichbare
héchste Fallgeschwindigkeit, unstreitig der starkeren Dampfung halber,,
noch um mehr als 2r| dbertreffen, damit der Nullpunkt uber-
schritten werde.

Eliminirt man mit Hilfe von Gleichung (XXVI) t in der durch
Differenziren derselben Gleichung erhaltenen Gleichung

= — L+ nne(+1)]

so ergieht sich

£ = — (e + r)X
als Gleichung der auf die Scale aufgetragenen Anfangsgeschwindigkeiten”®
welche den Magnet noch nicht Gber den Nullpunkt fiihren. Als Gleichung
der ebenso aufgetragenen Grenzgeschwindigkeiten heim Fall aus dem
Unendlichen féanden wir so eben

X =—(—rnx
Die Integration dieser Gleichung liefert, wenn man fir t = 0 abermals
X = | macht, zwischen x und t die Delation

x — . e-e~npn.

Fir r = s hat man x = 2« (| — X) — c. Erhielte der véllig
astatische Magnet bei | die Geschwindigkeit — 2 s|, so ndhme diese in
der Geraden ./ = — 2ba ab (5. S. 290 (XX), 295).

& Uli. Verhalten aperiodisch sich bewegender Magnete hei
kurzer Einwirkung eines Stromes.

Setzen wir jetzt den Fall, zur Zeit Null wirke ein constanter Strom

von der Starke I eine sehr kurze Zeit r auf [828] den in seiner Ruhe-
"age befindlichen Magnet. Der Strom wird dem Magnet eine, diesmal

positive Geschwindigkeit

ult
c — Mr (XXX)
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ertheilen, wenn wir mit M sein Tragheitsmoment, mit u das Drehungs-
moment bezeichnen, welches der Strom von der Starke Eins in dem
Multiplicatordraht auf den Magnet in seiner Ruhelage Ubt. Die Con-
stanten A und B in der allgemeinen Gleichung (VI) findet man, wenn

man fir t = t (sehr nahe) = 0, x = 0 und = ¢ setzt, beziehlich

(sehr nahe)
C

27

und man erhalt als Gleichung der Bewegung

X = — (e~=»=-r1)l — e-(, +1,n
2r( » =) ( L (XXXI)

Der Magnet kehrt also um zur Zeit
1
fmax ~ 2rl0g | — 7

und n&hert sich wieder asymptotisch der Ruhelage. Einfacher gestalten
sich auch hier die Dinge fir den Grenzfall e = n. In der allgemeinen
Gleichung (V) wird unter den eben gemachten Voraussetzungen A = 0
und B = ¢, die Gleichung selber wird

X = cttr'. (XXXIT)
Die Curve der Ablenkungen ist am Urspriinge concav gegen die Ab-
scissenaxe, ihre Ordinate erreicht bei

tmax = Y (XXX11)
ein Maximum im Betrage von

«W = jCe, (XXXIV)

dem bei

S

[829] ein Wendepunkt folgt. Der Ausdruck fur tmax erlaubt durch einen
beliebigen dem Magnet ertheilten Stromstoss s = n numerisch zu be-
stimmen. Die Curve der Geschwindigkeiten hebt bei t = 0 mit der
Ordinate ¢ an, und ist convex gegen die Abscissenaxe, bis sie diese bei
tmax schneidet. Sie erreicht zur Zeit tw ein negatives Maximum und hat
einen Wendepunkt bei
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pie oben S. 293 bemerkte arithmetische Eeihe der Zeiten kehrt also
hier weder.!

§. VIII. Verhalten aperiodisch sich bewegender Magnete bei
Ablenkung durch einen bestandigen Strom.

Bewegt sich der Magnet unter dem Einfluss eines ihn auf- dem
Nullpunkte zur Zeit Null treffenden bestdndigen Stromes von der Starke i,
aber von langerer Dauer, einer neuen Gleichgewichtslage unter dem
vereinten Einflisse dieses Stromes und der Richtkraft zu, so wird die
Differentialgleichung der Bewegung

d2x _dx _
10 + 21 dt + n2x —Z(.

wo die Constante k die innerhalb derselben Grenzen, welche fir die
Proportionalitat der RBichtkraft und der Ablenkung gelten, von der letzteren
unabhangige ablenkende Kraft, dividirt durch das Tragheitsmoment, vor-
stellt. Das allgemeine vollstandige Integral heisst jetzt

X = — + e~"* (Ae-rl + BY). (XXXV)
" dx .
[830] Indem man, fir t — 0, x = 0 und = 0 setzt, erhalt man
A—— E—V R — — e Fr
~-,n2° 2r "’ n' 2r

Bezeichnet man mit 11 die horizontale Componente der Erdkraft, mit m
das magnetische Moment des Magnetes fir parallele Klifte, und bemerkt
man, dass

(XXXVI)

so findet man
k fil
n? mH’*

1 Fir den Fall e < n hat Hr. W. Weber die Formel entwickelt

T - arc tg —9
Xmax = C —-e
it
Wo T die Schwingungsdauer ohne Dampfung, X das logarithmische Decrement be-
deuten (Elektrodynamische Maassbestimmungen u. s. w. Leipzig 1850. S. 346.

m’nn.). Diese Formel ist fir a = n identisch mit unserer Formel (XXXIV).
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Durch Einsetzen der Werthe fir A, B und — in (XXXY) wird

o 21 {E + 0 en —(« — ¥ e-n} (XXXY1)

Die Bewegung erfolgt also, wie zu erwarten, nach demselben Gesetze wie
beim Eallenlassen des Magnetes, nur dass an die Stelle von | der Null-

punkt, an die des Nullpunktes die bestdndige Ablenkung tritt,

welche, ohne Uberschritten zu werden, schwingungslos und in der Theorie
erst nach unendlicher Zeit erreicht wird.
Elr s = ii kommt in Gleichung (XXXYII) statt des von 1 abzu-
ziehenden Termen
e~" (1 + et)
zu stehen.

8. IX. Sonstige Combinationen von Lage und Geschwindigkeit
des Magnetes und von ihn treffenden Kraften.

Trifft ein positiver Stromstoss den Magnet im Augenblicke des
Fallenlassens, so gelten die Formeln (XXII) und (XXXIII), nur dass ¢
sein Zeichen andert. Der Magnet schlagt weiter aus, kehrt um und
nahert sich asymptotisch dem Nullpunkte.

Wird der im Fallen begriffene Magnet bei x, zur Zeit t, von einem
Stosse getroffen, der ihm eine Geschwindigkeit + c¢ [831] ertheilt, so
tritt eine Discontinuitdt der Bewegung ein. Je nachdem e < oder = n,
gelangt man zu den Gleichungen

&
X = [ + Ne~ —1) A+ +— (e — r)e~o+1) ft+4j
+ ~r(e-""—rt — e~(t+ nNtj (XXXY)
X = g.e-=w+» [1 + «{t + )}'+ de—* (XXXIX)

Hier ist t die vom Augenblicke des Stosses an neu gezéhlte Zeit. Das
rechte Glied von Gleichung (XXXYHI) und (XXXIX) ist die algebraische
Summe der rechten Glieder beziehlich von Gleichung (VH) und (XXXI),
Gleichung (XIY) und (XXXII), nur dass im ersten Term t, + t fur t
steht: es findet, wie dies nicht anders sein kann, Superposition der Be-
wegungen statt.

Ist ¢ negativ, so kann hier wieder der Nullpunkt ({berschritten
werden; doch muss im Falle .(XXXYHI)
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dx,
dt > + r)*”
im Falle (XXXIX)
dx
dti = eX,
sein (vergl. oben §. YI).
Schwankt ein bestandiger Strom, der den Magnet abgelenkt hélt, so
dass seine Starke von 1 sich plétzlich zu |1, andert, so erhdlt man, je
nachdem « > oder = n, die Gleichungen

(A

g L (— 1) 27 + Pt € —r) e-rt

t=-£thq+ez—n ~
der Magnet geht schwingungslos in die neue Lage Uber.

Ein Hin- und Hergang des aperiodischen Magnetes ist nur maoglich,
wie man jetzt auch ohne Rechnung sicher schliessen kann, wenn die
Gleichgewichtslage selber bei positiver Schwankung der Stromstéarke
wieder zuriick-, bei negativer Schwankung wieder vorspringt, und wenn
entweder dieser zweite Sprung die Gleichgewichtslage wieder auf die
andere Seite des Magnetes [832] verlegt, oder der zweite Sprung zu
einer Zeit geschieht, wo in Folge des ersten Sprunges der Magnet noch
eine dem zweiten Sprunge entgegengesetzte Geschwindigkeit hat; im
letzteren Falle darf aber, soll die neue Gleichgewichtslage Uberschritten
werden, diese Gleichgewichtslage hdchstens in solcher Entfernung g, vor
dem ihr entgegenkommenden Magnete stehen bleiben, dass seine Ge-
schwindigkeit, je nachdem s > oder = n, beziehlich noch > (s + r) g,
oder > eg, ist (vergl. oben § YI).

& X. Nahere Bestimmung der experimentellen Bedingungen,
unter denen die Bewegung gedampfter Magnete
aperiodisch wird.

Es wird jetzt nitzlich sein, in den Ausdruck

statt der von Gauss aus analytischen Griinden angenommenen und bis-
her auch von uns benutzten Symbole 2 s und n3 die wirklichen Grdssen

Al setzen, die darin eingehen. Fur n2 haben wir schon oben seinen

Werth — eingefuhrt (XXXY]I), den wir aber noch n&her so bestimmen

wollen, dass wir fir m schreiben (t + rjH) m, wo ; die permanente,
E. du Bois-Reymond, Ges. Abh. I. 20
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rjH die durch H inducirtel Intensitat des Magnetes, in sein Moment
fur parallele Krafte hei der Intensitat Eins bedeuten. Man hat also

, t+ tfHmH

n — M.

Bezeichnen wir sodann mit m' das Drehungsmoment, welches fir
die magnetische Intensitdt Eins auf den Magnet ausgeiibt wird durch
eine Strémung im Dampfer, wie sie der Magnet bei seiner Winkel-
bewegung erzeugt, und mit X eine Constante, welche unter anderen die
Inductionsconstante und das Leitvermdgen des Dampfers zu Factoren
hat, so ist

[833] 2¢ = C— Xmigs+> S,

Durch Einsetzen dieser Werthe wird

r = -JftfvL + + VH)t — Am HM.
u 1viI

Bei gleicher Dampfung wird also r um so eher = 0 oder reell,
d. h. die Bewegung des Magnetes um so eher aperiodisch, je kleiner M,
und je kleiner H.  Zwar nimmt, durch Verkleinern von H, auch der
erste Tenn unter dem Wurzelzeichen ab, doch ist rt so klein, dass diese
Abnahme neben der des zweiten Termen hier nicht in Betracht kommt.

Da es Gauss bei seinen Zwecken, wie wir sahen (vergl. oben S. 285),
nicht daran lag, den aperiodischen Zustand herbeizufiihren, so hat er.
nicht daran gedacht, statt durch Vergréssem von xin 2, dies durch Ver-
kleinern von HM zu thun, wozu sich zunéchst das einfache Mittel bietet,
die Wirkung der Erdkraft auf den Magnet zu schwéchen, und so H zu
vermindern. Dazu wird im Princip jede der drei Methoden des Astasirens
taugen: die Verbindung zweier Magnete zur Doppelnadel, die Aufstellung
der Drehungsaxe des Magnetes in der Richtung der Inclinationsnadel,
endlich%das UAur'sche Verfahren, bei dem ein verkehrt genéherter
Magnetstab der Erde entgegenwirkt, aus einleuchtenden Griinden jedoch
am besten die letztere Methode, deren ich mich zu meinen thierisch-
elektrischen Versuchen langst ausschliesslich bediene. Bei dieser wird,
wenn S die horizontale Component© der Kraft des HAuY’schen Stabes
bezeichnet,

1 Lamont im Repertorium der Physik. Berlin 1846. Bd. VII. S. LIV.
Vergl. meine Untersuchung tber den Einfluss, den die temporére Magnetisirung der
einzelnen Nadeln einer astatischen Doppelnadel durch die Erde auf die Gleich"
gewichtslage des Systémes (bt. Poggendobff’s Annalen u. s. w. 1861. Bd. CXU-

S. 1. [S. oben Abh. VIL, S. 137]
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%m?2 fi + t]{H — S}
5 M (XL)
1
" 2m
An der WIEDEMANN’schcn Bussole, welche mit einem starken
Déampfer versehen ist,l gelingt es daher ohne jede [834] Schwierigkeit,
durch fortgesetzte Annaherung des von mir daran angebrachten Hatty'-
schen Stabes den Magnetspiegel in den aperiodischen Zustand zu ver-
setzen. Um bequem dartber zu experimentiren, leitet man von dem
Strom einer bestandigen Kette mittels des Compensators? einen Zweig
durch die Bollen der Bussole und unterbricht den Stromzweig mittels
eines Schliissels im Bussolkreise. Indem man den Magnet stets aus der
namlichen Ablenkung ohne Anfangsgeschwindigkeit fallen lasst, sieht man
zuerst in dem Maasse, wie man den HAUY’sehen Stab nahert, das
logarithmische Decrement wachsen. Dann kommt ein Punkt, wo zwar
der Magnet noch Uber den Nullpunkt ‘hinausschwingt, aber keine dritte
Elongation mehr unterschieden werden kann. Die zweite Elongation
wird endlich auch unmerklich, und nun ist das logarithmische Decrement
unendlich geworden, und der aperiodische Zustand da. Dieser Punkt
lasst sich nattrlich nicht mit vollkommener Scharfe bestimmen, wiegen
der Schwierigkeit zu unterscheiden, ob eine riickgdngige Bewegung des
Magnetes um wenige Zehntel eines Scalentheiles, welche mehrere Secunden
dauert, wirklich als Ruickkehr zur Gleichgewichtslage aufzufassen sei.
Uebrigens handelt es sich hier zuletzt um ziemlich kleine Verschiebungen
des BAxry'schen Stabes. Scheint der aperiodische Zustand eben erreicht
und entfernt man den Stab wieder auch nur um 1mm bei etwa 300mm
Abstand seiner Mitte von der des Spiegels, so wird bei grosseren Eall-
héhen der Nullpunkt sogleich wieder um 1—2 s¢ Uberschritten. Es wird
sich daher fortan empfehlen, den Stab auch in der Richtung nach dem
Magnete zu mit einer mikrometrischen Bewegung zu versehen.’

V* 4+ V{H—S) ~ nt4 {* + n(H— S)} —4m (H—S) M.

Lasst man jetzt den Magnet aus sehr hohen Ablenkungen, weit Gber
die Grenzen der Theilung hinaus, fallen, so wird [835] der Nullpunkt

noch mehr oder weniger Uberschritten. Man bringt es aber, durch

1 In den von Hm. Sauekwald vortrefflich gebauten Exemplaren besteht der
Démpfer aus einem kupfernen Cylinder von 60 mm Durchmesser und 30m™ Lange.

Dieser Cylinder ist seiner Axe nach von einer concentrischen, cylindrischen Hohlung

von solcher Weite durchbohrt, dass der 20 mm im Durchmesser haltende Magnet-
Spiegel oder -Bing darin eben frei spielt. Vergl. Wiedemann, Die Lehre vom

Galvanismus u. s. w. Bd. Il. l.Aufi. 1863. S. 198; — 2.Aufl. 1873. Abth.l. S. 227.
2 S. oben Abh. VIII., S. 176 ff.;, — Abh. X.
20~
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ferneres Anndhem des Stabes, leicht dahin, dass auch der von 90°
fallende Spiegel sich schwingungslos auf den Nullpunkt einstellt. Jenes
Ueberschreiten erklart sich vermuthlich so, dass bei .weit Uiber die Scale
hinausgehenden Ablenkungen zwar die Richtkraft langsamer wachst als
die Bogen, noch schneller aber die Dampfung durch die cylindrische
Kupferhiilse abnimmt, daher der Magnet bei dem |, wo unsere Gesetze
merklich zu gelten anfangen, mit einer Geschwindigkeit anlangt, die ihn
beféhigt, den Nullpunkt zu Uberschreiten, so lange nicht r einen gewissen
Werth Ubertrifft (vergl. oben 8. VI). Bei einer sphérischen Hilse wirde
aller Wahrscheinlichkeit nach kein solches Ueberschreiten stattfinden.

Néhert man den Stab dem Magnet immer mehr, so schlagt der
Magnet um. Vorher kommt natirlich der Punkt, wo er véllig astatisch,
n = 0und r — s ist, wo er also durch den oben S. 290 theoretisch
abgeleiteten Zustand hindurchgeht, in welchem er sich gleich einem
Koérper bewegt, dem das umgebende Mittel einen seiner Geschwindigkeit
proportionalen Widerstand entgegensetzt. Aus Griinden, die keiner Aus-
flhrung bedirfen, vermag die Beobachtung diesen Zustand nicht zu
erfassen.  Dartiber hinaus gehorcht die Bewegung wieder dem durch
Gleichung (VII) ausgesprochenen Gesetze, um schliesslich durch den
Grenzfall (XIV) hindurch von Neuem periodisch zu werden.

Wir werden im Folgenden den Begriff der Beruhigungszeit des
Magnetes brauchen. Es ist die Zeit, welche verfliesst vom Augenblicke,
wo der abgelenkte Magnet fallen gelassen wird, bis zu dem, wo seine
Ablenkung unmerklich, d. h. kleiner als eine bestimmte kleine Grosse,
etwa ein Zehntel Scalentheil, wird. Die Umstdnde zu kennen, welche
diese Zeit verkleinern, ist von praktischer Wichtigkeit. Zu wahrhaft
scharfer Messung eignet sich (brigens die Beruhigungszeit nicht; nament-
lich bei hoher Astasie ist schwer zu sagen, wann die Bewegung ein Ende
hat. Da bei gleichem t die Ablenkung des schwingungslos zum Null-
punkte zuriickkehrenden Magnetes § proportional ist (s. oben S. 288. 289),
so wachst auch die Be- [836] ruhigungszeit mit |. Der unten naher
zu beschreibende Magnetspiegel 1 z. B. brauchte bei 298+5mm Abstand
des UAUY’schen Stabes, wo seine Bewegung zuerst aperiodisch schien,
von | = 2560 fallend 4+2, von | = 500 s fallend 5+2 Secunden zur
Beruhigung. Deutlicher wird der Unterschied bei hoherer Astasie, wie
sie durch Anndhem des Stabes erreicht wird, und wobei, wie wir bald
naher sehen werden, die Beruhigungszeit auch absolut grésser ist. Ber
282+:5mm; 277*5mm Abstand des Stabes betrug die Beruhigungszeit des
von | = 25sc fallenden Spiegels beziehlich 10-0; 20-0, die des von
| = 500 3 fallenden 17-6; 29-6 Secunden.
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Wir kehren zu den Bedingungen zuriick, unter welchen die Be-
wegung gedampfter Magnete aperiodisch wird. Eine zweite Art, unter
Ubrigens gleichen Umstdnden r = 0 oder reell zu machen, ware nam-
lich die Yerkleinerung des Tragheitsmomentes M. Es hegt in der Natur
der Dinge, dass man, ohne besondere Einrichtungen, diese nicht stetig
und nicht am sonst fertigen Apparate vornehmen kann. Aber je kleiner
M, je dinner z. B. bei sonst gleicher Gestalt ein Magnetspiegel ist, bei
um so kleinerem S, d. h. bei um so geringerer Astasie wird seine Be-
wegung aperiodisch. Dies ist einer der Griinde, aus denen weder Gauss,
noch sonst Einem der vielen Beobachter, die an gedampften Magneten
mit Spiegelablesung thatig waren, der aperiodische Zustand aufgestossen
ist, da an den nach Gottinger Vorschrift eingerichteten Magnetometem
Stadbe von sehr grossem Tragheitsmomente angewendet wurden, und man
Uberhaupt Magnete von kleiner Masse wenig gebraucht hat, weil man
die schnellere Abnahme ihrer Intensitat firchtete.  Der Gebrauch
leichterer Magnete empfiehlt sich aber fir gewdhnlich hier deshalb, weil,
ganz als ob der Magnet noch schwénge, durch Verkleinerung des Trég-

heitsmomentes die Beruhigungszeit des aperiodisch sich bewegenden

. . . c
Magnetes verkirzt wird. Setzt man in Gleichung (XIV) « = wo a

. . . cIX
eine Constante, und differenzirt man nach M, so erhadlt man fir dM

einen positiven Werth: x ist fir gleiche Zeiten um so kleiner, je
kleiner M.

[837j Die Erfahrung bestétigt diesen Schluss. Ich habe den aperio-
dischen Zustand bisher an drei Magneten beobachtet. Zwei davon sind kreis-
runde Stahlspiegel von 20mm Durchmesser, deren einer, der schon erwahnte
Spiegel I, nur etwa O-8mm, der andere, Ill, etwa 4mm dick ist; I wiegt
2-414"r, 111 10+994 "r. Der dritte Magnet, Il, ist ein kreisrunder Stahl-
ring von gleichfalls 20mm &usserem Durchmesser, der gleichsam aus einem
quadratischen Prisma von 2 mm Seite gebogen ist. Ein Schildpattstabchen
verbindet ihn mit einem dunnen Glasspiegel, dessen diinne Messing-
fassung sich um die Senkrechte drehen lasst. Das ganze System wiegt
2-517 -r; sein Tragheitsmoment halt nothwendig die Mitte zwischen dem
von | und IIl. Zwar gehort der Kingmagnet zu einer anderen Bussole
als die beiden Magnetspiegel, da aber die Dampfer beider Bussolen
wesentlich gleich sind, lassen die Beobachtungen in beiden sich wohl ver-
gleichen. In der folgenden Tabelle ist I = hm das logarithmische
Decrement in BniGGs'schen Logarithmen, deren Modul ?n; %0 und
sind in Secunden die Beruhigungszeiten der Magnete beziehlich ohne
HAUY’schen Stab und mit Stab; A ist in Millimetern die Entfernung
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des Stabes, bei der die Bewegung aperiodisch wurde: bei dieser Bestimmung
wurde in beiden Bussolen derselbe Stab angewendet.

| = 450 <.
Magnet Ohne Stab Mit Stab, £ = n A — |
| | %
| 0-72 6;8 00 5-2 298-5 1-6
n 0-45 11-2 00 8-8 280-5 2-4
m 0-38 22-1 00 17-5 277-0 4-6

Das logarithmische Decrement des Magnetes | ist das grosste, welches
meines Wissens bisher beobachtet wurde. Wie man sieht, wéchst auch
an der Grenze der periodischen und der aperiodischen Bewegung die
Beruhigungszeit der Magnete schnell mit ihrem Tragheitsmoment, und
in einem umgekehrten Yerhéltniss zu diesem steht die Entfernung, bis
zu welcher der ILurr'sche Stab gendhert werden muss, um die
Schwingungslosigkeit herbeizufihren. [838]

§. XI. Die Beruhigungszeit des gedampften Magnetes in
ihrer Abhangigkeit von dessen verschiedenen, im Vorigen
betrachteten Zustanden.

Ueber den Einfluss der Dampfung auf die Beruhigungszeit des
Magnetes lernten wir schon eine Andeutung von Gauss kennen. Er
sagt (s. oben S. 285), dass ,die Anndherung an den Ruhestand wieder
»~langsamer geschieht, sobald « den Grenzwerth n Uberschreitet.” Setzt
man in Gleichung (IX) oder (X) t = NTIt wo N die Zahl der
Schwingungen, Tx die Schwingungsdauer des gedampften Magnetes be-
deuten, so ist

fmax = % o kN
der Ausdruck fir die mit wachsendem N abnehmenden Amplituden des

von | fallenden Magnetes. 7] ist = -——-- [(XXI), S. 292), und
yn — «

wéchst mit s. Denkt man sich zwei solche Werthe von N und von h
dass NI\ = N"T\, so wird die kleinere Amplitude zum grdsseren «
und kleineren N gehdren: die Beruhigungszeit des noch schwingenden
Magnetes nimmt mit wachsendem « ab. Differenzirt man ferner

Gleichung (VH) nach s, so findet man “™ positiv fir jeden Werth von

t > 0: die Beruhigungszeit des schwingungslosen Magnetes nimmt also
mit wachsendem £ zu; und somit ist die GAuss'sche Bemerkung
erwiesen.
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Diese Bemerkung passt jedoch nicht auf unseren Ball. Denn
wéhrend Gauss nur an ein Wachsen von s durch Yergrosserung der
dampfenden Metallmenge dachte, verkleinern wir n, zugleich aber in
geringerem Maasse s, ohne das Yerhaltniss zu kennen, in welchem
letzteres geschieht. Betrachten wir zunéchst den aperiodischen Zustand,
und bertcksichtigen wir allein die durch Verkleinern von n bewirkte
Yergrosserung von r, indem wir Gleichung (VII) nach r differenziren,

so ergiebt sich dx fur jeden Werth von t > 0 als positiv. Von dem

Grenzfalle r = 0 an also bis zu r — « wéchst x fur ein gegebenes t,
oder es findet die Anndherung an die Ruhelage um so langsamer statt,
je kleiner n, bis endlich der vollig astatische [839] Magnet Uberall
stehen bleibt (vergl. oben S. 290). Berlcksichtigen wir nun auch die
Verkleinerung von e, so wird zwar durch diese der Einfluss des Wachsens
von r insofern etwas vermindert, als r selber dadurch langsamer wéchst.
Setzen wir aber r constant, und differenziren (VII) nach e, so ergiebt sich
-~ diesmal als negativ fur jeden Werth von t > 0. Die mit der Ver-
«6

kleinerung von n verbundene Verkleinerung von s, soweit es nicht unter
dem Wourzelzeichen steht, wirkt also mit jener in gleichem Sinne, d. h.
vergrossemd auf x, und demgemaéss lehrt die Erfahrung, dass mit ab-
nehmender Entfernung A des HAUi'schen Stabes die Beruhigungszeit

schnell zunimmt. So war z. B. bei Magnet | fir | = 450 sc und
= A = 2985 s» = 52
fur A = 2935 , ., 80
w n . 2885  _ 12-0
n o w . 2835  _  16-4
v oo 2785 24-4
273-5 40-0;

bei weiterer Anndherung wurde der Magnet unstet und schlug um. Bei
Magnet 111 war
fir A = A = 277-0 = 17-5
far A = 272-0 , , 40-0.
Dariiber hinaus war keine Messung mehr ausfihrbar. Diese Zahlen
zeigen aufs Neue, wie der leichte Spiegel schon bei geringer Astasie
aperiodisch wird, wahrend beide Spiegel bei ungefahr derselben Nahe des
Stabes aufhdren brauchbar zu sein; woraus sich fiir den leichten Spiegel
ein ungleich grosserer benutzbarer Spielraum aperiodischer Astasie ergiebt
als fur den schweren.
Ist die Bewegung noch periodisch, so kann man dieselbe Betrachtung
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aiistellen, wie oben. Die abnehmenden Amplituden haben wieder zum
Ausdruck
(Nn
X = | . e="»\ = g.e

allein der Exponent verandert sich jetzt so, dass n kleiner wird, wehrend
auch s, nui* in viel geringerem Maasse, abnimmt. Denkt man sich
wieder zwei solche Werthe von N, und von n [840] und s, dass 2V7]
— N'T\, so wird diesmal die kleinere Amplitude dem grésseren N
entsprechen. Annaherung des Stabes misste zur Folge haben, dass der
Magnet langsamer schw'dnge, und dass zugleich seine Amplituden etwas
langsamer abnehmen: seine Beruhigungszeit misste durch den Einfluss
des Stabes etwas grosser werden.

So sicher dieser Schluss erscheint, so straft ihn doch die Erfahrung
Ligen. Die Spalte %0 — %m der Tabelle auf S. 310 zeigt, dass viel-
mehr die Beruhigungszeit des eben schwingungslos gewordenen Magnetes
um keinen geringen Bruchtheil kleiner ausféllt als die des nicht astasirten.
Den Grund dieser Abweichung suche ich in dem Widerstand der Luft.
Da dieser mit der Geschwindigkeit wachst, so muss die dadurch bewirkte
Verzégerung im Falle von Schwingungen grosser sein als bei schwingungs-
loser Rickkehr zum Nullpunkte, gleiche Beruhigungszeit in der Luftleere
und gleiche Fallhdhe vorausgesetzt. Man konnte eimvenden, dass dann
der Unterschied %0 — %m bei dem schweren Spiegel verhaltnissméssig
kleiner sein misste als bei dem leichten, wovon eher das Gegentheil
zutrifft.  Allein der Hauptsitz des Luftwiderstandes ist unstreitig der
ringférmige Spalt zwischen Spiegelrand und Dampfer, und dieser Spalt
ist bei dem schweren, dicken Spiegel, wenn auch nicht 0Oberall gleich
eng, funfmal so lang als bei dem leichten, diinnen Spiegel. Trotz der
gleichen Grosse und Gestalt der Flachen beider Spiegel erfahrt also der
dickere einen grosseren Widerstand, und der Unterschied der Widerstande
ist vermuthlich so gross, ‘dass er den Unterschied der Massen (berwiegt.
Versuche zur Prifung dieser Hypothese habe ich noch nicht angestellt.
Wie dem auch sei, fur den Gebrauch ergiebt sich, dass der Zustand der
eben eingetretenen Schwingungslosigkeit des Magnetes zugleich den Vor-
tlieil der kleinsten Beruhigungszeit gewéhrt, welche die angewandten Vor-
richtungen gestatten.

8. XH. Bestdatigung der fur den Fall einer Anfangs-
geschwindigkeit theoretisch gefundenen Bewegungsgesetze
aperiodischer Magnete.

Lasst man auf den aperiodisch sich bewegenden Magnet einen be-
standigen Strom von l&ngerer Dauer wirken, der ihn [841] innerhalb
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der Grenzen der Theilung, d. h. bei 2300mm Abstand der Scale vom
Spiegel um etwa 7° ablenkt, so sieht man ihn in derselben Art, wie er
beim Fallen sich auf den Nullpunkt begiebt, sich der neuen Gleich-
gewichtslage zu bewegen und schwingungslos dort einstellen. Doch ist
zu bemerken, dass wenn e nur eben = n und die Ablenkung sehr gross
ist, der Magnet sie um 2—3 sc Uberschreitet, obschon er von ihr herab-
fallend den Nullpunkt ohne Schwingung erreicht. Auch dies rdhrt wohl,
wie das TJeberschreiten des Nullpunktes bei (bergrossen Fallhdhen
(s. oben S. 308) von der Verminderung der Dampfung mit steigender
Ablenkung her.!

Um die Anfangsgeschwindigkeit ¢ sowohl wie die Ablenkung | ge-
horig abstufen zu kdénnen, traf ich die in Fig. 25 sichtbare Anordnung.
Hier ist M der Magnetspiegel an seinem Faden und in seiner im Durch-
schnitt gezeichneten dampfenden Kupferhiilse DD', 1IS der Durchschnitt
des HAirr'schen Stabes, K die GnovE'sche Kette, Sch ein Schlussel,
Rh ein RBheochord, TI die Haupt-, N die Nebenrolle eines Schlitten-
inductoriums grosserer Art, Rl eine der Thermorollen, endlich i?2 eine
der gewohnlichen feinen Hydrorollen der Bussole. Die Theile der An-
ordnung, die eine merkliche Fernwirkung auf einander ubten, sind durch
punktirte gerade Linien verbunden. Die von Mitte zu Mitte gemessene
Entfernung zwischen H und N nennen wir B. Bei geschlossenem
Schliissel Sch héalt die Bolle R, den Magnet abgelenkt; durch Oeffnen
des Schlissels lasst [842] man den Magnet fallen, und ertheilt ihm zu-
gleich eine Anfangsgeschwindigkeit im Sinne der Bichtkraft durch den
in N inducirten Nebenstrom, dem dazu die passende Bichtung zu geben
ist. Die Ablenkung sowohl wie der Stromstoss lasst sich auf doppelte
Art regeln, jene durch das Bheochord und durch Verschieben der Bolle
jB3j, diese durch Verschieben der [843] Bollen N und R.,; abgesehen
von dem Einlegen von Drahten in IT, welches aus gleich zu erwdhnenden
Griinden zu vermeiden ist. So gelingt es leicht, eine hinlangliche An-

i Da das Ueberschreiten der Ablenkung nicht mehr stattfindet, wenn e merk-
lich > n, so wird es wenigstens sehr unwahrscheinlich, dass die Erscheinung auf
einer Unbesténdigkeit der angewandten GnovB’schen Kette beruht, woran man nach
den Erfahrungen der Hrn. Ediund und Rijke (Poggendobff's Annalen u. s. w.
1349. Bd. LXXVII. S. 182; — 1857. Bd. CH. S. 508) uber die grossere Starke
der Schliessungs- im Vergleich zur Oeffnungs-Induction auch bei den sogenannten
bestandigen Ketten deshalb hatte denken kdnnen, weil meine Hilfsmittel gestatten,
durch die Ablenkung der Magnetnadel den Zustand der Kette nach der Schliessung
friiher zu beobachten, als dies wohl je mdglich war. Fur diese Deutung liesse sich
freilich noch immer sagen, dass bei s > n die Zeit innerhalb der die Beobachtung
geschieht, vergrossert wird (s. oben S. 311, und unten Abh. XIV. § H.).
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fangsgeschwindigkeit zu erzeugen, damit auch bei e > n der Nullpunkt
Uberschritten werde; von der jenseitigen Ablenkung kehrt der Magnet
schwingungslos zum Nullpunkte zuriick. Ausserdem bietet die dargestellte
Anordnung auch Gelegenheit, unsere Formeln etwas scharfer auf die

Probe zu stellen.
Fig. 25.

Dazu bringt man zuerst die Rolle Bl in solche Lage, dass der
Magnet keine merkliche Wirkung mehr von ihr erfdhrt, wie dies in der
Figur durch die punktirte Leitung und Rolle SchRxK angedeutet ist.
Die Rolle H hat gleichfalls, diese aber dauernd, solche Lage, dass sie
nicht merklich auf den Magnet wirkt. Zweitens entfernt man N von B
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so weit, dass beim Schliessen und Oeffnen bei Sch der Spiegel unbewegt
bleibt. Jetzt bringt man R! wieder in solche Lage, und ertheilt dem
Strom durch das Rheochord solche Stéarke, dass der Spiegel bis an die
Grenzen der Scale abgelenkt wird. Indem man ihn aus stets gleicher
Hohe durch Oeffnen bei Sch ofter fallen lasst, sucht man die Entfernung
des HAUY’schen Stabes A auf, bei der die Bewegung des Magnetes eben
aperiodisch, oder e = n ist. Diese Entfernung muss nach Herstellung
der beschriebenen Anordnung von Neuem bestimmt werden, auch wenn
i schon frilher = n gemacht worden war, weil zur Dampfung durch ehe
Kupferhiilse jetzt noch die durch die Rolle R? tritt, daher fortan die
Rolle R? nicht mehr von der Stelle geriickt werden darf. Auch die
Rolle RI erhélt von hier ab, sofern sie nicht in die unwirksame Lage
gebracht wird, eine unverdnderliche Stellung, und die Verdnderung der
Ablenkung g wird allein mittels des Rheochords bewirkt. Dampfung
sowohl als secundére Induction im Hauptkreise sind zwar dadurch aus-
geschlossen, dass man, der Natur der Dinge nach, mit dem Oeffnungs-
schlage arbeitet; jene Maassnahme hat aber ihren Grund darin, dass
die Ablenkung g die Stromstarke in dem Kreise KRI Sch HRhK
messen Soff.

Sind diese Vorbereitungen getroffen, so kann man zu folgenden zwei
Versuchen schreiten.

[844] Versuch 1.

Bei irgend einer, durch das Rheochord willkirlich bestimmten Ab-
lenkung g nahert man die NebenroUe zuerst der Hauptrolle soweit, dass beim
Oeffnen der Kette der Magnet den Nullpunkt nur eben um die kleinste
bemerkbare Grosse Uberschreitet; diese Entfernung der Nebenrolle von
der Hauptrolle heisse B', Alsdann gilt sehr genau (s. oben S. 295 ff)
die Gleichung

c = «t-
Es ist aber in unserem Falle c¢ sichtlich proportional g; denn die
Elektricitdtsmenge, die sich in einem voltaelektrischen Nebenstrome ab-
gleicht, ist der Stdarke des Hauptstromes proportional,l*dn¥lSfir eben

1 Es dirfen sich deshalb keine Drahte in der Hauptrolle befinden. Versuche,
die ich in dieser Art mit einem kleineren Schlitteninductorium angestellt hatte,
mussten verworfen werden, indem sich dabei von dem erwarteten, und wie man
sehen wird, richtigen Gesetz Abweichungen ergaben, welche sich aus der An-
nahme erklaren Hessen, dass die in den Inductionsstromen sich abgleichenden
Elektriciticsmengen schneller wuchsen als die Starken der inducirenden Strome.
Vergl. Wiedemann, Die Lehre vom Galvanismus u. s. w. 1. Aufl. 1863. Bd. Il.
S- 297; — 2. Aufl. 1873. Bd. Il. Abth. I. S. 338. 350.
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dieser Starke merklich proportional dirfen wir die Ablenkungen des
Magnetes nehmen. Man hat also auch ¢ = «|, wo a eine Constante
folglich a = « unabhéngig von |, und demgemass kann man, wenn
einmal B' fir ein behebiges | gefunden ist, g durch das Rheochord
fortan beliebig veréandern: gleichviel von wo der Magnet falle, stets Uber-
schreitet er den Nullpunkt nur eben um die 'kleinste bemerkbare Grosse.

Es versteht sich beildufig von selber, und Rechnung wie Beobachtung
ergeben, dass dabei die Beruhigungszeit Kkleiner wird als ohne Anfangs-
geschwindigkeit.

Versuch 1.

Nachdem dieser Zustand erreicht ist, bringt man, bei einem be-
liebigen £, Rx in die unwirksame, in der Figur punktirte Lage, und
wiederholt den Versuch. Jetzt trifft der Inductionsstoss, der vorher den
Magnet bei f traf, den Magnet auf dem Nullpunkt; es erfolgt ein Aus-
schlag im umgekehrten Sinne von der Ablenkung g; die Grdsse dieses
Ausschlages heisse x. Man hat

[845] _ _C
X — %max — e

[(XXXIV), S. 302]. Abermals ist ¢ proportional g, also g = const X x,

gleichviel wie g gewahlt wird.

Die folgenden Tabellen zeigen das Ergebniss der Versuche, die ich
zur Prifung dieses Schlusses anstellte. Die Zahlen g, in der ersten
Spalte jeder Tabelle sind erhalten, indem ich mittels des Rheochords die
Ablenkung von 25 sc bis 500 80 stets um 25 sc steigerte; sie sind das
Mittel aus zwei Ablesungen vor und nach zehn Ablesungen von x4 ; die
abgelesenen Tangenten der doppelten Ablenkung sind in die doppelten
Tangenten der einfachen Ablenkung verwandelt. Die Zahlen xmc sind
das ebenso corrigirte Mittel aus jenen zehn x6 ; die Spalte xm — x6 zeigt
die grosste, positive oder negative Abweichung des beobachteten nicht
corrigirten x4 vom mittleren nicht corrigirten xm, welche in einem solchen
Satze vorkam. Man sieht, dass diese Abweichung sich hdchstens auf
0-85 sc belauft. Die Constante ist nach der Methode der Kkleinsten
Quadrate berechnet; die Zahlen x> sind durch Division von gc mit der
Constanten erhalten. Obschon x bis zu 183 s¢ hinaufgeht, belaufen sich
die Abweichungen xr — xmc nie auf mehr als den Bruchtheil eines
Scalentheiles, mit einer einzigen Ausnahme (Versuch 15 in Tab. 1), wo
ein grosserer Fehler durch irgend einen Zufall begangen wurde, wie er
bei einer Versuchsreihe, die sich Uber viele Stunden erstreckt, wohl Vor-
kommen kann. Erwagt man die Fehler der gedruckten Theilung, die



297-5

i

Tabelle 11.

290-58 = 47m

i

Tabelle .

12.

ne

Ma

X!

XI

>x)

>1

Md

Experimentelle Bestatigung der Bewegungsgesetze aper.

00

+ 000

8 00

™

00

c™
05

co
05

wo

+

CcD

wo

wo

CcM

wo

co

05

cp

c™M

Co
cM

-
-
co
cM

00

Q0

CcM

co

co

05

TH

wo

co

M<

co

co

MC

co

CD

(o]

M<
(o]

co

co

05
05

05

Co
MC

MC
M<

rH

co

MC
MC

05
MC
rH

wo

co
MC

co
co

sa

-H

wo

wo

M
g
o

wo

b»
co

05
rH

co

b
wo

b.
co

wo
M<

co
<M

co
wo

co

wo
co

co

wo
b

cM

MC
M<
rH

M

wo
05

MC
co

wo
(o)

+1

MC
[¢)

wo

co

wo
c™M

wo

£

0 80

b-
co

b-
MC

05

co

GO
05

co

c™M
M

co
05

H

GO

CD
cM

co
wo

co
co

(0]
GO

05
05

MC
M

05

co
wo

Co
xJ

wo
co

co
b-

co
co

co
MC

wo
[¢)

05

co

co
co

GO
co

GO
cM

wo

05
co

wo

co
co

cM
05

00

05
Go

CM
05

co
(&)

05
™

co
co

&%

co
cM

+i

rH

00
05

05
co

MC
M

rH
rH

0

rH
rH

05
H

©

02 00

cM
wo

wo
c™

rH
rH

MC
<M

wo
GO

co

00
MC

05
M

c™M
rH

Co
co

©

<M

rH
rH

wo

MC
©

rH
tH

co

<M
rH

05
wo

wo

wo
co

+1
05
o

co

rH

M<
co

co
H

c™M

c™M

co
rH

b-
co

MC
00

MC
rH

co
cM

+i

wo
rH

00
™M

05

co

MC
H

MC
M<

©

co
©
05
rH

©
™M

05
“H

MC
rH

co

05
b-

M
co

wo
rH

b*
co

co

=

H

CcM
™M

rH
rH

™

05

rH
M<

M<
co

GO

co
H

co

wo
rH

b-

b-
rH

©

<M
GO

H

c™M
©

b-

co

co

05
rH

cM

M
MC

rH

- 0 00

c™M
MC

H

Magnete.
GO 05 CO
o w0
o o O
+ +  +
05 wo oM
wo
05 b- wo
HorH
O 6 O
wo ™
o o
+ + -H
M CO b-
05 CO MC
w0
rH rH
G0 b- b-
MC WO
b- 05 CO
MC 05
MC MC M<
co <5 O
H o rH (M
H G0 ©
H M o
e © ©
1 +  +
G0 CO b-
w0
wo MC CO
(=] b- co
rH o rH rH
w o o
wo wo
o © o
LoH i
Go Wo rH
co © oM
wo MC co
©
rH
cD 7 b-
MC
b- © wMmc
MC  MC  M<
GO © (&)
H TH cMm

31T

[846]

2-809127
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2-698120

Const
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Unbestandigkeit der Kette und die Erwarmung der Drahte, die Schwan-
kungen der Ruhelage des Magnetes und der Lange des ihn tragenden
Kadens, die mangelhafte Einstellung des Fernrohrs hei grésseren Ab-
lenkungen und die Schwierigkeit des Ablesens grosserer Ausschldge, den
Widerstand der Luft, endlich die unsichere Aufstellung meiner Apparate
in dafir ganz ungeeigneten Raumen, so darf die erlangte Uebereinstim-
mung gewiss fur hochst befriedigend gelten. Die Regelméssigkeit in der
Yertheilung der Zeichen der Fehler, wonach die grésseren xmc im Allge-
meinen zu klein sind, rihrt wohl davon her, dass die Ablenkungen nicht
unserer Voraussetzung entsprechend den Stromstarken genau proportional
sind, [847] sondern ein etwas abweichendes, und zwar fur die beiden
Rollen Rl und R,, wegen ihrer verschiedenen Entfernung vom Spiegel,
verschiedenes Gesetz befolgen. Nicht einmal die Richtkraft verandert
sich genau proportional dem Sinus der Ablenkung, weil der ILvuY’sche
Stab, wenn auch um beinahe 300mm entfernt, den Magnet doch nicht
mit strenge parallelen Kraften angreift.

Wir wollen jetzt noch der Constanten selber in unserer durch den
Versuch bewiesenen Gleichung | = const X x unsere Aufmerksamkeit

zuwenden. Aus ¢ = und x = — folgt const = e, und man hat

also die merkwirdige Beziehung

X

Wirde | = e2 gemacht, so musste sich x = e ergeben; man wirde
unmittelbar die Basis der natlrtchen Logarithmen ablesen. Dies bestatigt
sich in der That.

In unserer Versuchsreihe | ist die Constante = 2-69812,

in Reihe Et ist sie = 2-80913;

Mittel = 2-75362."

Es ist e = 2-71828;

der Fehler des Mittels ist also nur = 0-03534.

82 ist 7-3890; wahlt man als Einheit das Centimeter = 10 sc¢, und
macht man | = 7-39, so muss x = 2-72 sein.l Ich stellte eine An'
zahl solcher Prifungen an, indem ich jedesmal von Neuem A und das
zugehorige B' bestimmte. Die Ergebnisse dieser Versuche, nach ab-

i Da man die Tangente der doppelten Ablenkung abliest, ist eigentlich

£ = 7-39095 zu machen, und sollte x = 2-71838 sein, doch fallt der Unter-
schied, wie nicht bemerkt zu werden braucht, weit innerhalb der Grenze def

Beobachtungsfehler.
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nehmenden Entfernungen des HAtrr'schen Stahes geordnet, zeigt folgende
Tabelle in den Versuchen 1—4; Versuch 5 und 6, wo der Stab ab-
sichtlich zu nah war, wurden hinzugefiigt, um das in der Reihe sich
kundgehende Gesetz noch deutlicher hervortreten zu lassen.

Nr. A E x const
298-5 63 2-26 3-270
297-5 53 2-63 2-810
297-0 48 2-72 2-717
296-5 46 2-74 2-700
A
5 295-0 28 3-12 2-369
6 293-5 4 3-53 2-094

Bei den Versuchen 2 und 4 hatte ich fast genau die Bedingungen
der in Tabelle 1l und 1 enthaltenen Versuchsreihen wieder getroffen.
Man sieht, dass ich von dem &ussersten Werthe von A, wo mir schien,
als sei die Bewegung aperiodisch, den Stab nur um anderthalb Milli-
meter mehr, d. h. um 1j199 seines Abstandes, zu nahern hatte, um das
theoretisch vorhergesehene Ergebniss zu erhalten. Erwagt man, dass bei
diesen Versuchen die oben S. 307 besprochene Schwierigkeit zu sagen,
ob der Nullpunkt noch Gberschritten werde oder nicht, zweimal auftritt,
zuerst bei der Bestimmung von A', dann bei der von B', so wird man
die erlangte Uebereinstimmung gewiss als genugend anerkennen.

Die Tabelle zeigt, dass je kleiner //, oder je nadher der Stab dem
Magnete, um so grosser féallt x, und um so kleiner B’ und die Constante
aus. Der Sinn hiervon ist, dass je weniger Richtkraft dem Magnete ge-
lassen ist, um so grosser kann die ihm ertlieilte Anfangsgeschwindigkeit
sein, ohne dass er den Nullpunkt (berschreitet.

Dieser Zusammenhang spricht sich deutlicher aus, wenn man, an-
statt A und B zugleich, nur die eine oder die andere Entfernung &ndert.
Lasst man A = A bestindig, und verkleinert B, so wird bald der
Nullpunkt merklich berschritten, x waéchst, die Constante nimmt ab.
Verwickelter ist der Vorgang, wenn man B = B’ bestindig lasst, und

B w N -

A andert. Wegen x = — (XXXIV) ist zwar x von A nur insofern

abhdngig, als mit A Intensitat des Magnetes, folglich auch Dampfung
und, obschon der Inductionsstoss derselbe bleibt, Anfangsgeschwindigkeit
sich ein wenig &ndern; allein dies ist nicht zu vernachlassigen. Fur Ir
in dem oben S. 301 (XXX) gegebenen Ausdruck

[849] fxIr
c — W
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wollen wir P setzen, welches den Integralwerth des Inductionsstromes
nach Starke und Zeit vorstellen soll. Den Werth von u entwickeln
wir, wie wir dies oben S. 305. 306 mit m und m gethan haben, zu

p[i+v(H—S)} Danistc=p{i + 1t {H—

Es ist (XL)
*m2{i + n (H— S}
e — 2 M
und folglich
o~ 2yl'P__
X es eom?2 {i + V {H— 9)}
Wenn man also, bei bestdindigem B = B', A von A aus vergrossert,

wird x wegen des abzunehmenden S etwas kleiner, und der Nullpunkt
Uberschritten.  Umgekehrt der Nullpunkt wird nur eben erreicht, und x
wichst um ein Geringes, wenn A von A aus verkleinert wird. Dies
trifft im Versuch ein; als ich hei B' = 48mm A von A = 297mm
folgweise auf 292; 287; 277 mm verkleinerte, stieg x von dem ihm will-
kirlich ertheilten Werthe 40-3 sc beziehlich auf nur 41-2; 42-7; 46-5 st

Uebrigens ist zu bemerken, dass das ¢ in unserem Versuch Il
(s. oben S. 316) dem c in Versuch I nicht genau gleich ist. Denn in
Versuch I, wo man ¢ = eg macht, wird der Inductionsstoss erzeugt
nicht allein durch die Induction von H auf N, sondern auch durch die
Induction von R! auf R? und auf den D&mpfer, welche in R2 und dem
Dampfer die verkehrte Richtung hat von dem durch die Induction von
H auf N in K2 erzeugten Strome. Man kann also setzen ¢ = =
(p — -)- 9)j |, wo p, q, s die Geschwindigkeiten sind, welche, fir
die Einheit der die Starke des inducirenden Stromes messenden Ab-
lenkung 1, die beziehlich von // auf N, von 77, auf P2, und von Bl
auf den Dampfer ausgelibten Inductionen dem Magnet ertheilen. In
Versuch Il dagegen erhdlt der Magnet die Geschwindigkeit ¢ = pf£
und man hat somit statt
[85°] 1 = vielmehr L. _ « fl — T-t-T),

X >N\ p J

d. h. die Constante muss kleiner als e ausfallen.

Indessen geht aus den Umstdnden des Versuches hervor, dass der

Bruch » - nur sehr klein sein konnte. Die Rolle H hat mehrere

V
hundert, die Rolle N 9845 Windungen, wahrend Ily nur 53 und R2 nur
6000 Windungen besitzt. B war bei dem Versuch 3 der letzten Tabelle,
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wo sich const = e ergab, = 48mm, wéhrend von Mitte zu Mitte ge-
messen der horizontale Abstand zwischen 72, und 72, 400, zwischen 72,
und dem Dampfer 380ram betrug. Die Asen von 72, und die von 722
und dem Dampfer lagen aber nicht einmal, wie in der Figur, in einer
Geraden, sondern waren einander parallel um etwa 110mm verschoben.
Das Potential der Rollen 72, und 723, und das der Rolle 72, und des
Déampfers aufeinander, mussten also gegen das Potential der Rollen H
und N aufeinander nahe verschwinden.

Fur die Induction von 72, auf 723 ist dies leicht zu zeigen. Dazu
wird in den Kreis von N und 723 eine dritte Rolle 723 von gleicher
Beschaffenheit mit 722 (die andere Hydrorollc der Bussole) aufgenommen,
und gegentber der Rolle 72, in deren unwirksamer Lage so aufgestellt,
wie 723 gegenuber derselben Rolle in deren wirksamer Lage aufgestellt
ist. Indem man fir ein bestimmtes B und f die Induction von H auf
N mit und ohne Rolle 723, dann die Induction von 72, auf 723 beob-
achtet, hat man alle Daten, um q als 'Qp, wo £ eine Constante, aus-
zudricken. Es fand sich aber, dass auch bei der grossten inducirenden
Stromstarke, welche die Anordnung zuliess, d. h. bei vollig gestdpseltem
Kheochord, g neben p unwahmehmbar blieb. - Was « betrifft, so lasst
sich dies nicht experimentell bestimmen, doch kann man sicher schiiessen,
dass, obschon grosser als y, s in Bezug auf p mit g von gleicher Ord-

. Q 1t g . .
nung sei. Der Bruch ———E——- musste also, wie auch aus der Ueberein-

Stimmung unserer Ergebnisse mit der Theorie folgt, nahe = 0 sein.

[851] & XM. Vorziige der Beobachtung an aperiodischen
Magneten.

Man erreicht mittels des hier beschriebenen Verfahrens vollstandiger,
bequemer und ohne alle Nachtheile dasselbe, was frihere Experimen-
tatoren, Mohr,1 Schilling von Canstaut und Lenz,2 Draper,s sich
vorsetzten, als sie an die nach unten verlangerte Axe des Magnetes
Fligel von Platin oder Stanniol hefteten, welche in Oel oder Wasser
einen die Schwingungen hemmenden Widerstand erfuhren. Keiner, der
einmal am aperiodischen Magnete beobachtet hat, wird ohne besondere
Grinde zum schwingenden Magnete zuruckkehren, und die klare und

1 Poggendorff's Annalen u. s. w. 1836. Bd. XXXIX. S. 131.
2 Ebendas. 1843. Bd. LIX. S. 207; — 1849. Bd. LXXVT. S. 499. 500.

3 Philosophical Magazine etc. 1839. 3rd Ser. vol. XY. p. 266.
n. du Bojs-Reymond, Ges. Abh. I. 21
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ruhige Spiegelung der Vorgénge im Multiplicatorkreise, welche jener ge-
wahrt, fir das verwirrende Schauspiel des hei jeder Veranderung der
Stromstarke hin- und her schiessenden Scalenhildes wieder aufgeben aus
dem sich der Sachverhalt stets erst nach lastiger Ungewissheit entwickelt
Indem man mit der Verminderung der Richtkraft mdoglichst genau da
stehen bleibt, wo n — s, oder die Bewegung des Magnetes eben aperio-
disch geworden ist, geniesst man, wie schon bemerkt, zugleich den Vor-
theil der schnellsten Beruhigung des Magnetes, welche die angewandten
Vorrichtungen gestatten. Von ganz besonderem Nutzen ist der aperio-
dische Zustand bei dem Compensiren des Stromes zum Zwecke der
Messung der elektromotorischen Kraft nach der PoGGENDOBIr'schen,
von mir abgednderten Methode, oder des Widerstandes mittels der
Wheatstose'schen Briicke. Der schwingende Magnet gerdth in
Schwankungen, sobald man die Gleichgewichtslage schneller, als der
Magnet zu folgen vermag, vor ihm her dem Nullpunkte zu bewegt; der
schwingungslose Magnet kann héchstens unter den oben S. 305 bezeich-
neten Umstdnden einen Hin- und Hergang machen, so dass man ohne
jedes Tasten, mit stetiger Bewegung, den Nullpunkt auf den Baden ein-
stellen kann. Gute [852] Dienste wird auch diese Methode leisten bei
Demonstrationsversuchen vor einer grosseren Versammlung, unter An-
wendung des von mir beschriebenen Verfahrens, die Ablenkungen durch
einen vom Spiegel zurlickgeworfenen Lichtstrahl sichtbar zu machen.!
Dies Verfahren wurde bekanntlich von Sir William Thomson ange-
wandt, um die schwachen Signale des ersten atlantischen Kabels bequem
zu beobachten, und noch heute werden die atlantischen Kabel mit soge-
nannten THOMSON'schen Galvanometern bedient, an denen die Ablesung
auf jene, zuerst von mir in England gezeigte Art geschieht. Hier,
wie Uberhaupt wo in der Telegraphie Galvanometer in Gebrauch sind,
wird die Beseitigung der Schwingungen sich als hochst vortheilhaft
erweisen.

Nutzlich konnen endlich in ihrer (iberraschenden Einfachheit dig
Formeln (XXXHI) und (XXXIV) werden. Letztere kann an sich dienen,
den Integralwerth kurz dauernder Stréme relativ zu bestimmen. Aber
auch zur Messung kleiner Zeitrdume nach der von Hm. Helmholtz
verbesserten PouiLLET’schen Methode? bieten jene Formeln bequeme

1 Poggendobee’s Annalen u. s. w. 1855. Bd. XCV. S. 607; — Philosophical

Magazine etc. 1856. 4th Ser. vol. XI. p. 109. — [S. oben S. 131, Abh. VI.]
2 Joh. Mullee’s Archiv fur Anatomie u. s. w. 1850. S. 299; — Wi®l®'

MANN, Die Lehre vom Galvanismus u. s. W. Braunschweig 1873. Bd. Il. L
S. 287. § 249.
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Gelegenheit, wenigstens wenn man sieh eines Magnetes von solchem
Tragheitsmomente bedient, dass er eine scharfe Messung von

t = tmax

«

zuldsst. Ist F die Ablenkung durch den zeitmessenden Strom in be-
stdndiger Grosse, x der Ausschlag durch denselben Strom wéhrend der
kleinen Zeit «, so findet man fir diese leicht den Ausdruck

et

21~



