Xni.
Ueber aperiodische Bewegung gedampfter Magnete.

Zweite Abhandlung.

(Gelesen in der Gesammitsitzung der Konigl. Akademie der Wissenschaften zn Berlin
am 23. Juni 1870.)!

Hierzu Taf. IV. Fig. 4—38.
8 |. Einleitung.

Bei der kirzlich von mir der Akademie mitgetheilten Theorie der
aperiodischen Bewegung gedampfter Magnete hin ich dem vom physi-
kalischen Standpunkte sich darbietenden Wege gefolgt, das allgemeine
vollstandige Integral der Differentialgleichung fir die Bewegung des
Magnetes aufzustellen, und die darin vorkommenden willkirlichen Con-
stanten der jedesmaligen Aufgabe gemdss zu bestimmen. Indem ich die
Ablenkung zur Zeit Null, = 0 oder = einer positiven oder negativen
Grosse g, ebenso die Geschwindigkeit zur Zeit Null, = 0 oder gleich
einer positiven oder negativen Grosse ¢ setzte, habe ich die Bewegungs-
gleichungen fur die verschiedenen Combinationen dieser Falle nacheinander
einzeln hergeleitet.

Unter diesen Combinationen erwies sich besonders lehrreich die, wo
der Magnet bei g im Augenblicke des Fallenlasseiis eine Anfangsgeschwin-
digkeit — c, also im Sinne der Bichtkraft, erhdlt. Die Rechnung zeigte,
dass auch dann der Nullpunkt nicht tberschritten werde, so lange nicht
c grosser als (« + r) g sei. Es entstand die Frage nach dem Sinne
dieser Bedingung. Da es gleichgiltig ist, ob der Magnet bei g im Augen-
blicke des Fallenlassens eine Anfangsgeschwindigkeit ¢ im Sinne der
Richtkraft erhalt, oder ob er diese Geschwindigkeit als Fallgeschwindigkeit

1 Monatsberichte der Akademie u. s. w. 1870. S. 537. — Hie Bezeichnungen
in dieser Abhandlung sind dieselben wie in der ersten. Hie Ordnungszahlen der
Formeln sind diesmal arabische, zum Unterschiede von den rémischen der ersten
Abhandlung. — In_den Abhandlungen Uber aperiodische Bewegung sind mit erster,
zweiter ... Abhandlung stets nur diese gemeint.
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X' = — c aus einer hoheren Ablenkung mitbringt; da, unter der Voraus-
setzung unbegrenzter Gultigkeit der Differentialgleichung, der Magnet mit
keiner durch Fallen aus noch so 'hoher Ablenkung erlangten Geschwindig-
keit den Nullpunkt zu Uberschreiten vermag; endlich da fir ein gegebenes
x die Fallgeschwindigkeit mit der Fallhhe wéchst: so vermuthete ich,
dass (s + r) g die grosste Fallgeschwindigkeit sei, die der Magnet Uber-
haupt bei | erlangen koénne, d. h., bei unbegrenzter Gultigkeit der
Differentialgleichung, durch Fall aus dem Unendlichen erlangen wiirde.

Um diese Vermuthung zu prifen, stellte ich mit Hilfe der bekann-
ten Relation x = F (t, f) den Verlauf der Curve x = 4 (x, g) im All-
gemeinen fest, und untersuchte, was im Endlichen aus dieser Curve
werde, wenn man g = oo setze. Diese Untersuchung lehrte, dass meine
Vermuthung genau nur im Grenzfall s — n oder r = 0 zutreffe;
X = — sx ist wirklich im Endlichen die Gleichung der Curve, deren
Ordinaten fir jedes x die Geschwindigkeit des aus dem Unendlichen
fallenden Magnetes angeben. Fir « !> n aber ist diese Gleichung
nicht x = — (& + r) x, sondern x' — — (¢« — r) x\ und die Ge-
schwindigkeit bei g muss diese hochste durch den Fall aus dem Unend-
lichen erreichbare Geschwindigkeit um noch mehr als 2rg 0bertreffen,
damit der Nullpunkt Uberschritten werde.

Die Differentialgleichung setzt die Proportionalitat der Richtkraft mit
der Ablenkung, und der verzdgernden Kraft der Dampfung mit der
Geschwindigkeit voraus; die Abweichungen der Beobachtung von der
Theorie kdnnen also nur so lange innerhalb der Grenze der Beobachtungs-
fehler bleiben, als die Ablenkung eine gewisse Grosse nicht 0bersteigt.
Vollends hat aus Griinden, die keiner Ausfiihrung bedurfen, eine unend-
lich grosse Ablenkung des Magnetes keinen physikalischen Sinn. Man
sient aber, dass die mathematische Fiction einer solchen Ablenkung und
der unbegrenzten Gultigkeit der Differentialgleichung dadurch eine wirk-
liche Bedeutung erhalt, dass man eine dem Magnet innerhalb der Gren-
zen, wo die Bedingungen der Differentialgleichung noch erfullt sind, auf
andere Art ertheilte Geschwindigkeit als durch Fall aus dem Unendlichen
entstanden ansehen kann.

Als ich meinem Freunde, Hm. Kboneckeb, die Ergebnisse meiner
Untersuchung mittheilte, machte er mich auf eine Behdnd- [539] lungs-
weise des Gegenstandes aufmerksam, auf welche vom physikalischen
Standpunkte nicht leicht zu kommen war. Sie schlégt gerade den ent-
gegengesetzten Weg von dem eben angedeuteten ein. Von vom herein
wird die Gultigkeit der Differentialgleichung fur ein unenduches x, oder,
was das Namliche ist, fur ein unendliches negatives t, vorausgesetzt,
ludern man Uberdies bei gewissen ersten Integralen der Differentialgleichung
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stehen bleibt, hat man ohne Weiteres fir jede Zeit zwischen t = __ qq
und t = + oo die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Ablenkung
vor Augen. Um aber von dieser ganz allgemeinen und der Wirklichkeit,
in der That entfremdeten Betrachtung zu den wirklichen Bedingungen,
zurtickzukehren, ist nur noéthig, letztere als gegebene Beziehungen zwischen.
Ablenkung, Geschwindigkeit und Zeit in den allgemeinen Ausdruck ein-
zufiihren.

Wenngleich diese Art der Betrachtung die frihere nicht wohl ent-
behrlich macht, hat sie doch ihre eigenthiimlichen Vortheile, und erst in
ihrem Lichte lassen manche durch die frihere Betrachtung aufgedeckte
Beziehungen ihren wahren Zusammenhang erkennen. Dies wird am
besten erhellen, wenn wir mit ihrer Hilfe einige der Aufgaben behandeln,
deren Losung scheinbar schon auf dem friheren Wege vollstandig
erreicht war.

§. H. Die fundamentalen Eigenschaften unserer
Differentialgleichung.

Indem wir Gbrigens sammtliche Bezeichnungen der Abhandlung
beibehalten, setzen wir kirzehalber
*+ r=a S—r =h
Unsere Differentialgleichung heisst alsdann (vergl. Abhandlung (I), S. 286
und 296)
0 =x" + [a+ b x + abx ]
Die neue Theorie geht aus von der fundamentalen Bemerkung, dass man
durch Differenziren der Ausdriicke
eat (bx + x'), elt [ax + Xx) 2
das rechte Glied der Differentialgleichung beziehlich mit eat und eil mul-
tiplicirt erhalt.
[540] Die Ausdriicke (2) sind also constant; man kann setzen
bx + x — Ae-at |
ax + x = B'e~u |
wo A, B' willkiirliche Constanten sind, welche zu den Constanten A, B
in dem Integral unserer Differentialgleichung, wie es Gleichung (VI) der
ersten Abhandlung giebt, in der Beziehung stehen
= —2rA, B = 2rB.
Es folgt weiter, dass man jederzeit setzen kam)
gat {bx + x) = €T [bX + X) | .
et {ax + x') = ebT {aX + X) | [’
Wird der Verlauf von x, x als Functionen der Zeit, insofern er von den
willkirlichen Constanten abhéngt, als bereits bestimmt angenommen, so
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bedeuten X, X', T beliebige zusammengehoérige Werthe der Functionen
X X und der Zeit. Wird aber jener Verlauf als noch nicht bestimmt
angesehen, so bedeuten X, X, T willkirliche Constanten, durch deren
Einsetzung der Verlauf bestimmt wird.

Durch vmalige Differentiation der Gleichungen (8) erhalt man, wenn

N X rwW gesetzt wird,

dtv .
bx<w + xd +!) = (— dy Ae~at \ 5
axW + xd+Db = (— by B'e~u | ©
und folghch .

e D» . 2rrW = — avAe~at + bvB'e~ ®)
axd) + xd + U bvB' @
bxd) + xd + ivA

oder, wenn man zu den Logarithmen tibergehend A setzt,
1 1A' axd) + xd+o0\ _
or log VF ' bty 4 xd+v) =t VA ®

Hieraus sind folgende Schlisse zu ziehen:

I. Wenn die Grossen x und x fir irgend einen endlichen Werth
von t endliche Werthe haben, so sind A und B’ endiich. Ist einer der
beiden Ausdriicke

ax + x, bx + x 9)
[541] fir irgend einen endlichen Werth von t gleich Null, und ist es
also auch B' oder A (3), so bleibt der Ausdruck Null fiir alle endlichen
Werthe von t, und es wird demgemass die Ablenkung x durch eine der
beiden Gleichungen
A L B' opt
2r 2r
dargestellt.

H. Wenn, wie es in der Folge stets geschehen soll, von den er-
wahnten besonderen Fallen abgesehen wird, so bleiben die Vorzeichen der
Ausdriicke

ax(v) xd +D, 10i;) + xd+1), (10)

wie die Gleichungen (5) zeigen, fiir alle Zeit constant. Wahlt man nun,
was offenbar erlaubt ist, das Vorzeichen von x so, dass ax + x und
also B' positiv ist, so ist bx + x fur den ganzen Verlauf der Zeit
und also A entweder positiv oder negativ. Demnach sind zwei wesent-
lich verschiedene Hauptfalle zu unterscheiden, von denen derjenige stets
als der erste bezeichnet werden soll, in welchem A positiv ist, also die
Ausdriicke (9) einerlei Zeichens sind, und als der zweite der, in welchem
A negativ ist, also jene Ausdricke verschiedenen Zeichens sind.
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HL Der Ausdruck (— 1)- (aiW + *(- + «) nimmt, wéhrend™* von
— 00 Ms + o0 geht, alle positiven Werthe von oo bis 0 wirklich an-
ebenso durchlauft (— 1)- (i*« + *<* + D) je nach den beiden soeben
unterschiedenen Fallen alle Werthe von + o0 bis 0 oder von — qq
bis 0. Der Quotient

axM + x'y+x
bxW + Xxlv+ b
durchlauft, wie Gleichung (7) zeigt, je nach den beiden Féllen sammt-
liche positive oder sdmmtliche negative Werthe von 0 bis o0o; aber der
Quotient
X> + «
w

welcher fur tt — — oo den Werth — a und fur t = + oo den Werth
— b hat, durchlduft im zweiten Hauptfalle s&mmitliche zwischen — a
und — b liegenden Werthe, im ersten Hauptfalle alle (brigen [542]
positiven und negativen Werthe. Nur in diesem ersten Hauptfalle werden
daher zu gewissen Zeiten x und seine Differentialquotienten gleich Null.
Fir diese Zeiten und die zugehorigen Werthe der Ablenkung x und
ihrer Differentialquotienten fihren wir Ubrigens nachstehende Bezeich-
nungen ein: der Zeit

t0 entspreche x =0, x —Xxw

T " x = (), x =bh

t, ' X' = 0, X =X, X= X

tn v Xm — o0, X =x, X— X U S W

IY. Gleichimg (6) liefert folgende Bestimmungen fiir die Ablenkung
(x) und deren Differentialquotienten:

wenn t —— 00, so ist (— D* ad*) = :p oo von der Ordnung erat\
wenn t =+ 00, So ist #* = () von der Ordnung eru.
Bir t = — oo ist also xM unendlich gross von derselben Ordnung wie

bx<« + xiv+ 1), aber von hoherer Ordnung als axM> + X!+ b. Fir
t — + go ist x*b unendlich klein von derselben Ordnung wie axi +
X(v + 1}, aber von niederer Ordnung als bx« + XV +Y
X. Die Zeitpunkte, in denen der Reihe nach die Quotienten

X X x"

Xn 7n Wn ' '
einen und denselben bestimmten Werth annehmen, bilden, wie aus
Gleichung (8) hervorgeht, eine arithmetische Reihe mit dem besténdigen
Unterschiede A. Dies findet also namentlich fir diejenigen Zeitpunkte
t0, r, t,t,. . . statt, in denen im ersten Hauptfalle folgweise x, x, x",
X . . gleich Null werden (s. oben IH.), so wie flr diejenigen Zeitpunkte,
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in denen im zweiten Hauptfalle j?((:)+l) — £ wird. Diese beiden
Reihen von Zeitpunkten sind zwar je nach den beiden verschiedenen
Féallen ganz verschieden charakterisirt, entsprechen einander aber insofern,
als dabei stets
+ «(*'+D
bx« + +y = 7!
wird.
VI. Wenn .
A — = Ale, B' == alebt
gesetzt wird, so nehmen die Gleichungen (3) und (6) die Form an
[543] ax + x = a|e6h—

bx + x = + N

=¢ ) FE1 (0c—D e5h-% + at*-« e»D-0, (12)

und es bedeutet r die Zeit, zu welcher
ax’ -\- x”
bx + x"
ist, wahrend aus der zur Zeit x stattfindenden Ablenkung x die positive
Grosse f durch die Gleichung

+ 1

a—b
LI
bestimmt ist. Hiernach ist im ersten Hauptfalle r die Zeit und f die
Ablenkung, bei der die Umkehr des Magnetes nach Ueberschreiten des
Nullpunktes erfolgt, bei der also x = 0 und
X"+ nx =0
ist, wahrend im zweiten Hauptfalle x die Zeit und a n ~ die

Ablenkung ist, bei der x a2_abb | und
-nx =0
wird.
VH. Da nach den Gleichungen (11) fur irgend welche bestimmte
zusammengehorige Werthe T, X, X' die Relationen
axX + X = «gefh-0, bx + X = + brer-O
statthaben, so erhdlt man aus gegebenen Werthen T, X, X die
Werthe von r und f in folgender Weise:
1 (abX + ax\

+t = T+ log

2r abX + bX'. (13)

= >+ XIT + X+ FXx 2 (149
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VIII. Die Beziehung zwischen Ablenkung und Geschwindigkeit, d. h.
zwischen x und x, ergiebt sich unmittelbar aus den Gleichungen (11)
in folgender Weise:

[544] fax + o\ 3, [bx + o)

|Og m— =1 j — a4 —tog 1——=1i

(15a)

wo unter dem Logarithmus-Zeichen nur positive Grossen stehen, oder also

‘ax + X'\a (bx + #Y
+ bi 54

§. HI. Erster Hauptfall: ax + x und bx + x sind
einerlei Zeichens.

Aus (12) ergeben sich in diesem Ealle die Gleichungen

X = T (aeb(x—) — bea{x~*)), (16)

X = (e“Ix-() — et<rc>l A

welche den Gleichungen (VH) und (XH) der ersten Abhandlung ent-
sprechen. Hier werden gemass der fiinften obigen Schlussfolgerung zu
den Zeiten

=T — A T, t, — T+ A t, =T+ 2A, u s. w

X = 0, X — 0 x" =0, X" = 0, u. S. w.
und zwar missen, wenn x oder ein Differentialquotient von x Null
werden sollt, die Ausdricke ax + X, bx + x einerlei Zeichens sein.
Dies ist nur mdoglich, wenn entweder x und x selber einerlei Zeichens
sind, oder wenn, bei verschiedenem Zeichen von x und cc', X entweder
grosser als ax und also auch als bx, oder kleiner als bx und also auch
als ax ist.

Elr t = — o0 ist geméass der vierten Folgerung x = — co,
X' = + 00, L= a. Was fir endliche Werthe von t geschieht,
zeigt Eig. 4 (s. die Taf). Man erkennt die Curven an den ihnen bei-
gefuigten Ordnungszahlen ihrer Gleichungen; Curve (16) ist die der Ab-
lenkungen, Curve (17) die der Geschwindigkeiten. Beide Curven sind
anfanglich convex gegen die Abscissenaxe der Zeiten, denn x" ist negativ
und x" positiv. Dann folgen einander in dem nur von den Constanten
der Vorrichtung, nicht von | abh&ngigen Abstande A die vier Zeitpunkte
t), t, t, t, Bei t0 [545] schneidet die Curve der Ablenkungen die Axe
der Zeiten und wird gegen sie concav, da ihre Ordinate das Zeichen
wechselt, x" das seinige behélt. Dies dauert bis zum Zeitpunkte r. Hier
erreicht die Curve der Ablenkungen das Maximum |, denn fir t = r
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ist x = I und x = 0. Die Curve der Geschwindigkeiten schneidet
also jetzt gleichfalls die Abscissenaxe der Zeiten und wird gegen sie

concav, weil X" sein Zeichen behalt; bei t, erreicht ihre Ordinate das
negative Maximum
b a
x, = — 1.« . b& (18)

und es findet ein Wendepunkt der Curve der Ablenkungen statt. End-
lich fir t,, hat die Curve der Geschwindigkeiten einen Wendepunkt.

In der Eigur sind aus Griinden, die spater einleuchten werden
(. unten & YII), g = 1, a = 1, b = 1/2 gesetzt. A wird dann

= 1-38629; x, = 34, x,, = 1/16; x0 = 2, x, = — Uif x,, = — 3/ie.
Fir t — + oo werden geméass der vierten Folgerung x und X'
= 0, x = — bx, x lauft auf der positiven, x auf der negativen Seite

der Abscissenaxe asymptotisch aus.

Man kann dergestalt fir unsere Betrachtung die ganze Zeit von
t — — 00 bis t = + 00 in drei Abschnitte theilen, wie folgendes.
Schema zeigt (vergl. auch zwischen Eig. 4 und 5).

I . in.
t = — o0 — 00 bis 0 ta bis ¢ t bis H- oo + 00
X — — 00 negativ positiv positiv + 0
X = “G GO  positiv positiv negativ — 0
Xéza a bis + 00 — oo bis 0 0 bis b b

Welche Werthe zu irgend einer Zeit T die Ablenkung X und die
Geschwindigkeit X" haben mdgen, vorausgesetzt nur, dass sie dem ersten
Hauptfall entsprechen, stets giebt es, wie oben unter \VVn. ausgefiihrt ist,
einen Zeitpunkt r, vor oder nach T, in welchem x = 0 ist, und es
lasst sich diese Zeit x und die zugehorige Ablenkung | aus den gegebenen
Werthen T, X, X' berechnen, x vorhergegangen ist stets im Zeitab-
stande A die Zeit t0, wo x = 0 war. Der ganze Vorgang bleibt also,
da einzig und allein die Werthe von x und | variiren koénnen, an sich
und im Wesentlichen stets derselbe und namentlich bleibt das Verhalten
in positiv und [546] negativ unendlicher Zeit unverandert, wie man auch
die Bedingungen wéhlen moége, vorausgesetzt nur, dass die fiir den ersten
Hauptfall bezeichnenden Eigenschaften gewahrt bleiben.

Nimmt man | negativ, so andern die Ausdricke (9) und in allen
drei Zeitabschnitten x und x ihr Zeichen. Alle Vorgénge bleiben also
dieselben, nur dass die beiden Seiten der Abscissenaxe, oder die beiden
Halften der Scale, mit einander vertauscht sind.
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8. 1Y. Physikalische Anwendung der gewonnenen Ergebnisse
und Vergleichung dieser Ergebnisse mit denen der ersten
Abhandlung.

Wir koénnen die verschiedenen Félle der Bewegung des Magnetes
— von einer Ablenkung oder vom Nullpunkt aus, mit oder ohne Anfangs-
geschwindigkeit — aus folgender Fiction herleiten. Vor unendlicher Zeit
durchfiel der Magnet Baume unendlicher Ablenkung mit solcher unend-
lichen Geschwindigkeit, dass diese zur Ablenkung in dem von den Con-
stanten der Vorrichtung abhéngigen Verhdltmss — a stand. Zur Zeit
t = 0, wo wir den Vorgang zu betrachten anfangen, ist der Magnet in
endliche Ablenkung gelangt und es sind, je nach den Bedingungen der
Aufgabe, gewisse Zeitpunkte schon voriiber. Ist der Magnet bereits ab-
gelenkt, so kann der Fall aus dem Unendlichen geschehen sein entweder
von der Seite her, auf der er sich befindet, oder von der entgegengesetz-
ten Seite her.

I. Jedesmal, dass der Magnet zur Zeit t = 0 ohne Anfangs-
geschwindigkeit aus einer endlichen, positiven oder negativen Ablenkung
| fallt, kénnen wir uns denken, er sei von der entgegengesetzten Seite
her aus dem Unendlichen gefallen, habe den Nullpunkt Uberschritten,
und kehre bei § in seiner Bewegung um, daher x hier = 0 ist. Der
Vorgang beginnt also in der Idee an der Grenze des zweiten und dritten
der oben unterschiedenen Zeitabschnitte. Man braucht in der That nur
in (16) r = 0 zu setzen, um Gleichung (VII) der ersten Abhandlung zu
erhalten, welche diese Bewegung des Magnetes darstellt; und unsere
gegenwartige Fig. 4 fallt von r ab nach wachsender Zeit hin im Wesent-
lichen mit Fig. 22 der ersten Abhandlung zusammen.l Selbst der Fall
aus dem Unend- [547] liehen ohne Anfangsgeschwindigkeit, mit dem
sich §. VI der ersten Abhandlung beschaftigt, lasst sich unter denselben Ge-

sichtspunkt bringen, indem man | = oo setzt. Alle endlichen mit |
multiplicirten Ordinaten, wie xn x,,, X'0, Xn xn, werden gleichfalls un-
endlich; fir t — — oo aber werden x und X unendliche Grossen

hoéherer Ordnung. Man hat sich also vorzustellen, der Magnet sei aus
unendlicher Ferne hoherer Ordnung gefallen, habe den Nullpunkt mit
unendlicher Geschwindigkeit Uberschritten und jenseits ausschlagend ein
unendliches £ erreicht, bei welchem er zur neuen Anfangszeit = 0 eben
umkehre.

U. Jedesmal, dass der Magnet auf dem Nullpunkt einen Stoss
erhélt, der ihm eine Anfangsgeschwindigkeit + c ertheilt, kénnen wir

1+ In letztererist r = 0, in der gegenwaértigen Figur = 1.4 gemacht (s. vorige Seite).
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uns denken, er sei in der Richtung des Stosses aus dem Unendlichen
gefallen, und Uberschreite zur Zeit 0 — 0 den Nullpunkt mit einer,
jener Anfangsgeschwindigkeit + ¢ gleichen Fallgeschwindigkeit X. Der
Vorgang beginnt in der Idee an der Grenze des ersten und zweiten
Zeitabschnittes. Man erhalt Gleichung (XXXI) der ersten Abhandlung,
welche diese Bewegung des Magnetes darstellt, indem man in den
Gleichungen (4) T = 0, X = 0 und X = ¢ setzt.

Ul. Jedesmal dass der Magnet im Augenblicke, wo er in einer
gegebenen Ablenkung sich selbst Uberlassen wird, einen Stoss im einen
oder anderen Sinn erhalt, koénnen wir ebenso fir die Anfangsgeschwin-
digkeit Fallgeschwindigkeit, durch Fall aus dem Unendlichen erlangt,
substituiren. Dabei sind drei Félle zu unterscheiden.

1. Die Geschwindigkeit hat den Sinn der Kiclitkraft und
ist grosser als ax. Es ist als sei der Magnet von der Seite her, nach
welcher er abgelenkt ist, aus dem Unendlichen gefallen, und tberschreite
eben die gegebene Ablenkung mit der gegebenen Geschwindigkeit — c.
Daher von jfj t, nach wachsender Zeit hin unsere gegenwartige Fig. 4
im Wesentlichen mit Fig. 23 der ersten Abhandlung zusammenfallt,
welche die Bewegung des Magnetes mit einer negativen Anfangsgeschwin-
digkeit > (— ax) vorstell; nur dass in beiden Figuren die beiden
Seiten der Abseissenaxe, also die beiden Scalenhélften, mit einander ver-
tauscht sind, und ausserdem in der Figur der ersten Abhandlung aber-
mals » = 0, in der jetzigen = uwi gesetzt ist. Gleichung (XXII) der
ersten Abhandlung entsteht aus den Gleichungen (4), indem man in
letzteren T = 0, X' — — ¢, X — dem |j der ersten Abhandlung
setzt, welches zum Unterschiede vom [548] jetzigen | fortan heissen
soll.l  Um X und X" verschiedenen Zeichens, und dabei X' grosser als
aX zu finden, missen wir den Anfang des Vorganges in den ersten
Zeitabschnitt verlegen.

2. Die Geschwindigkeit hat den entgegengesetzten Sinn
der Richtkraft. Es ist als sei der Magnet auf der entgegengesetzten
Seite von der, nach welcher ér abgelenkt ist, aus dem Unendlichen ge-
fallen, habe den Nullpunkt Uberschritten, und (Uberschreite eben die

1 Dass das jetzige und frihere £ einander nicht stets, wie in Fall I, ent-
sprechen, rihrt daher, dass mit dem jetzigen £ jedesmal der Ausschlag nach Ueber-
schreiten des Nullpunktes bezeichnet wird, wahrend in der Abhandlung £ gerade
deshalb keine solche gleichmassige Bedeutung erhielt, weil es stets die der Anfangs-
zeit t = 0 entsprechende Ablenkung bezeichnete, wenn nicht diese Null war, wie
in dem soeben unter Il erwéahnten Falle des § VII der ersten Abhandlung. Daher
das £ der ersten Abhandlung und das jetzige nur bei dem Fallenlassen des Mag-
netes ohne Anfangsgeschwindigkeit thereinstimmen.
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gegebene Ablenkung mit der gegebenen Geschwindigkeit + c, mit
welcher er dem Maximum g seines Ausschlages zustrebt; s. bei j2 j2 t
in Fig. 4. Analytisch entsteht dieser Fall, indem man in den Gleichungen.
4 T =0, X=gA X' = + c setzt. Da nur zwischen t = # un(j
t = t, x und x einerlei Zeichens sind, fallt der Beginn des Vorganges
in den zweiten Zeitabschnitt; und da zu Anfang dieses Abschnittes x = 0,
x endlich ist, zu Ende das Umgekehrte stattfindet, ist diesmal der Ge-
schwindigkeit kein Grenzverhalthiss zur Ablenkung vorgeschrieben.

3. Die Geschwindigkeit hat den Sinn der Bichtkraft und
ist kleiner als hx. Diese Combination kommt nur im dritten Zeit-
abschnitt vor. Es ist abermals als sei der Mahnet auf der entgegen-
gesetzten Seite aus dem Unendlichen gefallen, als habe er aber nicht
allein den Nullpunkt, sondern auch das Maximum seines Ausschlages
bereits Uberschritten; s. bei j3 t3 j'3 in Fig. 1. Analytisch entsteht dieser
Fall, indem man in den Gleichungen (4), wie im Falle HI. 1., T — 0,
X' = — ¢, X = (A setzt; man erhalt Gleichung (XXII) der ersten
Abhandlung, aber, weil ¢ kleiner ist als hx, mit umgekehrtem Zeichen
der rechten Seite, daher auch diesmal unsere Figur zur Gleichung erst
nach Vertauschung der beiden Scalenhélften passt.

IV. Die in 8§ IX der ersten Abhandlung behandelten Félle, in
denen der in Bewegung begriffene Magnet zu gegebener Zeit einen Stoss
[549] im einen oder anderen Sinn erhélt, lassen sich gleich den vorigen
betrachten, indem man die beiden Geschwindigkeiten, die vorhandene
und die hinzutretende, als durch Fall aus dem Unendlichen unter geeig-
neten Bedingungen entstanden ansieht und algebraisch summirt.

Die neue Behandlungsweise bietet, wie man sieht, den Vortheil, dass
sie sammtliclie in der ersten Abhandlung einzeln abgeleitete Félle auf
Einen allgemeinen Fall zurtickfihrt. Die Bolle der merkwirdigen arith-
metischen Beihe der Zeiten, von der sich in jenen Fallen eine grossere
oder geringere Zahl von Gliedern zeigte, ist nun klar. Man versteht
auch die Bedeutung der negativen Zeiten, welche dort im Dunkel blieb.
Im Fall eines den bei sich Uberlassenen Magnet im Sinne der Bicht-
kraft treffenden Stosses fanden wir fir die Zeit des Durchganges durch
den Nullpunkt den Ausdruck

1
0 o _
(S. oben S. 293). tQ ist positiv nur fir c > a$A; im Falle ¢ < cl%a is*
t0 reell nur wenn ¢ auch < bgA, und dann negativ. Dies heisst, wie
wir jetzt sehen, soviel als dass unter der Voraussetzung des Falles aus
dem Unendlichen, die Zeit des Durchganges durch den Nullpunkt schon
seit jener Zeit vorlber war.

log
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Die beiden Hauptergebnisse, welche im §. VI der ersten Abhandlung
hergeleitet worden sind, namlich sowohl die Bedingung fir die zum
Ueberschreiten des Nullpunktes noéthige Anfangsgeschwindigkeit, als auch
die Grenze der durch Fallen aus beliebig hoher Anfangslage ohne An-
fangsgeschwindigkeit zu erreichenden Geschwindigkeit, lassen sich unmittel-
bar aus dem obigen Schema, S. 331, erkennen. Denn wenn zur Zeit t
bei der Ablenkung x der Nullpunkt noch zu tberschreiten sein soll, so

muss t im ersten Zeitabschnitt hegen, also dem Schema gemadss — ~

> a sein, und dies ist daher die Bedingung fiir die zum Ueberschreiten
des Nullpunktes néthige Anfangsgeschwindigkeit. Ferner ist die Ge-
schwindigkeit eines aus beliebig hoher Anfangslage ohne Anfangsgeschwin-
digkeit fallenden Magnetes, der sich also in der ganzen Zeit des Fallens
im dritten Zeitabschnitt befindet, nach dem Schema bei jeder Ablenkung

X eine solche, dass — X < b ist; der Grenzwerth der Geschwindigkeit

x ist daher — bx.

[550] Wahrend der ganzen Bewegung des Magnetes, insofern dabei
der Nullpunkt wirklich oder in der Idee Uberschritten wird, hegt die
Geschwindigkeit x ausserhalb des von den Werthen — bx und — ax
eingeschlossenen Intervalls. Es fragt sich nun, was die Folge sei, wenn
dem Magnete bei x eine Geschwindigkeit grosser als bx, aber kleiner als
ax, zugeschrieben, oder was geschehe, wenn ihm im Augenblicke des
Fallenlassens von x eine solche Anfangsgeschwindigkeit im Sinne der
Bichtkraft wirklich ertheilt werde. Diese Frage ist in der ersten Abhandlung
nicht zur Sprache gekommen. Aus den oben voraufgeschickten allge-
meinen Satzen hat man schon erfahren, dass die Discussion unseres
zweiten Hauptfalles uns dartber Aufschluss zu geben bestimmt ist.

8. V. Zweiter Hauptfall: ax + x und bx + x sind ver-
schiedenen Zeichens.

Liegt x' seiner Grosse nach zwischen ax und bx, und sind x und x'
verschiedenen Zeichens, so sind auch die Ausdriicke (9) verschiedenen
Zeichens. Da diese Ausdriicke fir jede Zeit ihr Zeichen behalten, sie
aber fir x = 0 oder x = 0 einerlei Zeichen, beziehlich das von x oder
x erhalten -wirden, so kénnen unter der Voraussetzung: x grosser als bx,
und kleiner als ax, zu keiner endlichen Zeit x und x' = 0 werden.
Erst fir t — + oc tritt dies ein. Dies ist der zweite hier stattfindende
Hauptfall, der sich vom ersten also dadurch unterscheidet, dass dabei der
Nullpunkt zu keiner Zeit Gberschritten wird, sondern Ablenkung und
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Geschwindigkeit von t = — o0 bis £ = -f- oc stetig abnehmen
Nimmt man X positiv, so ergeben sich in diesem Falle aus (12), wenn

man darin | = . § = £, setzt, die den Gleichungen (16) und

L —i- -

(17) des ersten Falles analogen Bestimmungen

X = + bea[l-»), (16%)

X = — (<™ - 0), @7%)

uB

wo r den Zeitpunkt und f, denjenigen Werth der Ablenkung x bedeuten,
far welche
X' — abx und folglich (a + b) x + 2abx = 0

. N . . X .
[551] ist, flr welchen also 5): das arithmetische und = das geometrische

Mittel jener beziuglichen Grenzwerthe erreicht, zwischen denen die Werthe

der beiden Quotienten von t = — qgo bhis t = + o0 variiren. Die
Zeitpunkte, in denen folgweise die Quotienten

x x x'

S{q ;(f?y»;(ff) L
den bezeichneten Mittelwerth — If2 Q- + ~j erreichen, bilden gemass

der finften Folgerung eine arithmetische Eeihe, deren Anfangsglied r und
deren bestandiger Unterschied A ist.

Die Reduction aller moglichen Vorgange auf einen einzigen Typus
geschah oben in §. Il (sechste Folgerung) dadurch, dass man bei jedem
Vorgange einen gewissen Zeitpunkt r festsetzte, in welchem das Verhalt-

X
niss —, einen bestimmten Werth annimmt. Dieser Zeitpunkt r hat aber,

wie man sieht, im zweiten Hauptfalle keine so ausgesprochene Bedeutung
wie im ersten, wo er der Umkehr des Magnetes entsprach. Es ist des-
halb nicht ohne Interesse im vorhegenden zweiten Hauptfalle von jener
Reduction abzusehen und die Betrachtung unmittelbar an die Gleichungen
(4) anzuknupfen.
Es sei X positiv, X" negativ. Kirzehalber setzen wir
< A+I1"'= +21,
bX + AT = — %,
Da nach unseren Voraussetzungen >< zwischen 12X und aX schwankt,
und 21 + S3 = 2rX ist, so schwanken dementsprechend 21 und S$3
zwischen 2rX und 0, indem sie sich stets zu 2rX erganzen.
Nach Analogie der Gleichungen (16) und (17) fur den ersten Haupt-
fall erhalten wir hier aus (4)
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X = ~ (2te»!*-») + ®e*(*H8) (19)
u
x = — 1 (OlberT-t) + T-%) (20)
o
Waéhrend t von t = — 00 zu t = + o0 sieh verandert, gehen X [552]
und X, convex gegen die Abscissenaxe der Zeiten, heziehich von + o0
und 00 bis 0. Wie im ersten Hauptfalle ist fir t = — o0
_-= = (21)
firt = + o0
= — Lr. (22)
Setzt man in Gleichung (19) 2t = 0, so erh&lt man
X = ta(Tt) x (23)
Setzt man umgekehrt darin S3 = 0, so erhdlt man
m = X (24)

Fir t = T aber wird in (19), (23), (24) x = X. Gleichung (19) stellt
also eine Schaar von Curven vor, welche durch den Werth von 21 und
S3 unterschieden und zwischen den Grenzcurven (23) und (24) einge-
schlossen, sich mit ihnen im Gipfel der Ordinate X schneiden.

Setzt man in Gleichung (20) 21 oder S3 = 0, so erhdlt man be-
ziehlich

d = —ent) aX, (25)
d = — LY. (26)
Fir t = T werden (20), (25), (26) heziehiich
<T = — aX, )
XT = X'= — <l + 21 = — bX—3S3 1 (27
XxT = — hA" )
setzt man aber t = T + A, so werden dieselben Ausdriicke
a
e\ 2r
#T+J = — ) ax,
a
-
SEPE—— )
§
. 2r
XT-fJ = — \fa) LY

Die drei Ausdricke (28) sind identisch und die Grenzcurven (25), (26),
sowie die zwischen ihnen eingeschlossenen Curven (20), schneiden sich

also im Gipfel der Ordinate, die im Abstande A auf X folgt.
E. du B ois -Reymond, Ges. Abh. I. 22
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0

[553] Waéhrend im allgemeinen Talle fir t = — o0, - = —
fir t = + 00, x = — bx ist, hat man fur 21 = 0
ax (29)
fir 3 = 0
X = — bx (30)

fir jede Zeit.

Setzt man S3 = 2rX 4- S, 21 = — d, wo O eine beliebig kleine,
aber endbcbe positive Grosse, so wird alsbald die Axe der Zeiten wieder
geschnitten, wenngleich erst zur spaten Zeit

man bat wieder den ersten Hauptfall, und befindet sich in dessen erstem
Zeitabschnitt. Setzt man umgekehrt 2t = 2rX + d, 3 = — 6, s0
ist diesmal die Axe der Zeiten geschnitten worden zur langst ver-
flossenen Zeit

man befindet sich im dritten Zeitabschnitt des ersten Hauptfalles.
Wir wollen nun, um die Vorgénge in beiden Hauptfallen ihrer

Grosse nach vergleichbar zu machen, T = r und X = | setzen. Dabei
ist zu bemerken, dass, da jetzt nicht wie im ersten Hauptfalle, zu r und
| ein fir allemal eine bestimmte Geschwindigkeit {x — 0, s. oben

S. 328) gehort, der Verlauf der Curven zwischen den Grenzcurven ein
unbestimmter bleibt, so lange nicht die Geschwindigkeit ' gegeben ist.
Es entspricht also jedem f jetzt vielmehr von Ablenkungs- und Geschwin-
digkeitscurven eine ganze Schaar, deren Steilheit mit- £ wachst, weil A
unabhéngig von g ist.

In Fig. 5 sind die beiden Curven oberhalb der Abscissenaxe die
Grenzcurven der Ablenkungscurven, die unterhalb die Grenzcurven der
Geschwindigkeitscurven des zweiten Hauptfalles; jede Curve tragt die
Ordnungszahl der durch sie vorgestellten Gleichung. Die Annahmen,
unter denen die Curven construirt wurden, sind dieselben wie in Fig. 4:
| =.1, a =1 h = Ij2. Der Maassstab ist derselbe, und gleiche Zeit-
punkte stehen in beiden Figuren senkrecht untereinander. Schreitet man
auf der Abscis- [654] senaxe von ¢ aus in beiden Eichtungen um Ab-
stande = A fort, so bilden die zugehorigen Ordinaten jeder der vier
Grenzcurven eine Reihe, deren allgemeines Glied fur

(23), (24), (25), 26)r
20, 2V —2h, 2.
ist, wo fUr v in der Richtung von — t nach + t die Reihe der positiven
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und negativen ganzen Zahlen zu setzen ist. Die Curven (23) und (25)
liegen vollig symmetrisch zur Abscissenaxe, und so dass hei £, v = 0
ist; die Curven (24) und (26) dagegen sind zwar auch symmetrisch, aber
gegeneinander in der Sichtung der Abscissen um A verschoben, so dass
fur (24) v hei r, fur (26) bereits hei t0, = 0 ist.

Denkt man sich die Curven beider Hauptfalle, wie Dig. 4 und 5 sie
darstellen, auf dieselbe Abscissenaxe aufgetragen, so schneiden sich die
Ablenkungscurven des zweiten Hauptfalles im Gipfel der Maximal-Ordinate
| der Ablenkungscurve des ersten Hauptfalles. Ebenso schneiden sich
die Geschwindigkeitscurven des zweiten Hauptfalles im Gipfel der Maxi-
mal-Ordinate der Geschwindigkeitscurve des ersten Hauptfalles: denn die
miteinander identischen Gleichungen (28) sind es auch mit (18). Yon
den Maximis ah nach den positiven Zeiten hin verlaufen die Curven des
zweiten Hauptfalles néher der Abscissenaxe als die des ersten.

Denkt man sich den zweiten Hauptfall auf die andere Scalenseite
verlegt, so entstehen in der Richtung von t nach den negativen Zeiten
hin Schneidepunkte seiner Curven mit denen des ersten Hauptfalles.
Hilter den unseren Figuren zu Grunde hegenden Annahmen ricken
jedoch fir die beiden steileren Grenzcurven des zweiten Hauptfalles diese
Schneidepunkte in die negative Unendlichkeit.

Im Fall einer dem hei + x losgelassenen Magnet ertheilten, bx,
aber nicht ax ubertreffenden Anfangsgeschwindigkeit — c ist es also,
als sei der Magnet von der positiven Seite her aus dem Unendlichen
gefallen mit einer Geschwindigkeit, grosser zwar als die grosste Ge-
schwindigkeit bx, die der Magnet bei + x durch Fall von einem unend-
lichen positiven |, d. h. aus negativer Unendlichkeit héherer Ordnung,
erlangt hatte (s. oben S. 332), aber nicht gross genug, um den Magnet
tber den Nullpunkt zu treiben, wozu die Geschwindigkeit im Endlichen
ax uUbertreffen muss.

[555] 8. YI. Behandlung des Grenzfalles s = n.
Der Grenzfall « = n kann fir sich behandelt werden, oder auch
indem man in den obigen Formeln a = b setzt.

Man hat zundchst anstatt der beiden Gleichungen (4) hier nur die
eine Gleichung
(E# + Xx) elt = const = («AT + X") e,T. (31)
Diese Gleichung integrirt giebt

xe*“ = t (sX + X)) eT + C,
wo C eine willkirliche Constante ist, die dadurch bestimmt wird, dass
fir t = 1] x = X sein solle. So erhélt man

22~
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X = {X — (T-1 (eX + X)}
und durch Division mit (31) in (32)
* t - x T
ex + X eX + X'
Gleichung (12) ergiebt fur a = b~
— t-t) — V +- ¢t —_ *Q 1
und daher fir v = O und v = 1
x = fe'b-0 {I — « (r — *0), (33)
X' = £e2e‘("» (t — 1) (34)
Diese Gleichungen entsprechen den Gleichungen (XIY) und (XV) der
ersten Abhandlung. Da fur a = b der bestdndige Zeitunterschied
A = - wird, so ist fUr
2
r t =T + r+ — u s w
ar = 0, r =0 m =0, x" = 0, u. S. w.
Wird | positiv genommen, so sind fir t = — co: x = — o0,
x' = + 00, und zwar, der geringeren Dampfung halber, beide von
hoherer Ordnung, als fur ein endliches r\ ist = — e. Im Endlichen

sind die Curven (33), (34) zun&chst convex gegen die Abscissenaxe der
Zeiten. Es folgen einander in dem wiederum nur von den Constanten

der Vorrichtung, nicht von £ abhéngigen [556] Abstande — die vier

Zeitpunkte t0, r, tn t, Fur t = + o0 schlossen sich beide Curven
asymptotisch der Axe der Zeiten an, und x ist = ex.

Die in der ersten Abhandlung aufgestellten Gleichungen fur die ver-
schiedenen Félle mit und ohne Anfangsgeschwindigkeit findet man ahnlich
wie dies im 8. IV fUr ein endliches r gezeigt wurde, indem man in (32)
fur T, X, X' die Werthe t0, 0, VO; r, £, 0 u. s. w. einfuhrt und,£0,
€, t, t, = 0 setzt.

Soll zur Zeit t der Nullpunkt noch zu Uberschreiten, d. h. soll

0 b= ex +
positiv sein, so missen x und x verschiedenen Zeichens, und der absolute
Werth von x muss grosser als der von ex sein. Diese Bedingung ist
nur fir die Zeit t erfullt, welche dem Zeitpunkt t0 vorangegangen ist,
da im folgenden Zeitabschnitt A, bis zu r hin, x und x einerlei Zeichens
sind, von r ab aber, wo x und x wieder verschiedenen Zeichens sind,
der absolute Werth von x kleiner als der von ex ist, und diesen ers
fur t =8 + o00 erreicht. Das also ist der wahre Sinn der in der ersten
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Abhandlung' gefundenen Bedingung x > (— ex) fir das Ueberschreiten
des Nullpunktes im Balle r — 0 (vergl. oben S. 325).

Der zweite Hauptfall findet hier nicht mehr statt, sondern der Null-
punkt wird Uberschritten, sobald die Geschwindigkeit die Fallgeschwindig-
keit aus der negativen Unendlichkeit hdherer Ordnung dbertrifft, d. h.
m' grosser ist als ax.

§. YH. Die Curven der Geschwindigkeiten bezogen auf die
Ablenkungen im allgemeinen Fall « > n.

Das Ganze dieser Beziehungen wird Kklarer, wenn wir von x und X
als Functionen der Zeit Ubergehen zur Betrachtung von x als Function
von X, X = 4&>(r) (vergl. erste Abh. S. 296 und oben S. 325).

In Fig. 6 stellt die Gerade [— x, O, =+ .r] die beiderseits vom
Nullpunkt in’s Unendliche sich erstreckende Scale vor, auf welche als
Abscissenaxe die Geschwindigkeiten x als Ordinaten aufgetragen sind.
Die beiden Geraden AA, BB' stellen die beiden Gleichungen (29)
und (30):

X = — ax, X = — iXx

[657] vor. Die Curve t0 x t, t, O ist alsdann fir ein positives | die
Curve des ersten Hauptfalles, welche auf der negativen Seite aus dem
Unendlichen kommend im Punkte x = -p | zur Zeit x die Scale
schneidet, und bei 0 von der positiven Seite her physikalisch endet. Die
Punkte t0, t, t,, tn bezeichnen die oft erwahnten, eine arithmetische Reihe
bildenden Zeitabschnitte A. Kommt der Magnet von der anderen Seite,
so hat die Curve die Lage t'0 x' 0. Die Curven des zweiten Hauptfalles
liegen wie O£, Q£ nothwendig zwischen den Geraden AA, BB', die
selber den Grenzcurven (25), (26) entsprechen; aus dem Unendlichen
kommend enden auch die Curven O£, Of' und die Geraden 0A, OA,
OB, OB’ physikalisch am Nullpunkt, und die im rechten unteren Qua-
dranten verlaufenden, OA, oC', OB', entsprechen ihrer Lage nach den in
unserer Fig. 5 dargestellten Curven.

Wo immer man von einem Punkt irgend einer der Curven parallel
der Y-Axe eine Gerade nach einer der Geraden AA, BB' ziehe, wie
z. B. j'ctj j'b in der Figur, findet man fir die Lange der Geraden jfa,
Ch bezielilich den Ausdruck ax + X', ix + X, wo ax, ix und X, je
nach der Lage des Curvenpunktes, positiv oder negativ sind. Wir ge-
langen so zur Einsicht in die Bedeutung der fir uns so wichtigen Aus-
dricke (9). Sie messen in der Richtung der U-Axe die Entfernung des
Curvenpunktes von den Geraden AA, BB'-, und sie sind positiv jedes-
mal dass der Punkt (in unserer Figur) nach oben und rechts von der
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Geraden liegt, negativ im anderen Falle; daher sie fur die zwischen den
Geraden AA', BT> liegenden Curvenpunkte, wie der zweite Hauptfall es
mit sich bringt, verschiedenen Zeichens sind.

Eliminirt man die Zeit zwischen den Gleichungen (16) und (17) des
ersten Hauptfalles (vergl. die achte Folgerung), so erhdlt man die mit
dem Ausdruck auf S. 301 der ersten Abhandlung identische Gleichung

(ax + x"\a (bx +

T R R S I )
welche also die Gleichung der Curve t0 z t, t, O ist. Eliminirt man
ebenso die Zeit zwischen den Gleichungen (19) und (20) des zweiten
Hauptfalles, so erhadlt man

ax bx + x'\b

21

[558] als Gleichung aller der Curven Of", die fur irgend ein 21 und i8
zwischen den Grenzcurven OA', OB' liegen.

Setzt man in (36)

2 = axX + x* = af, .nm
— ® bX + X* = — A], « y ol
so unterscheiden sich (35) itnd (36) nur noch durch das negative Zeichen
von 11 in (36), dem aber auch, nach den Voraussetzungen des zweiten
Hauptfalles, ein negativer Werth des Zahlers bx + x entspricht. Durch
dieselbe Substitution werden die Gleichungen (19) und (20):

m = (aeMr-o + 1;). (38)
GT

(36)

e = — or V(/M + (39)

sie unterscheiden sich also von den entsprechenden Gleichungen des ersten
Hauptfalles (9) und (10)

X — (oei(x—o — heai-T~t\
Ar

X = or (ea(@—1 —  (**%),

nur noch dadurch, dass in den Gleichungen (38), (39) T fir r steht und
beide Termen in der Klammer positiv sind; sie werden identisch mit den
Gleichungen (16*) und (17*) auf S. 336, wenn man T == z und wie

T
dort | = — I, setzt.

Unter der zu einem bestimmten X und T gehdrigen Schaar von
Ablenkungscurven (19) des zweiten Hauptfalles und der entsprechenden
Schaar von Geschwindigkeitscurven (20) giebt es also stets ein Paa-r
zusammengehoriger Curven, deren Gleichungen durch Eliminiren der Zeit
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einen Ausdruck liefern identisch mit dem, welchen gleichfalls durch Eli-
miniren der Zeit die Gleichungen der zu einem bestimmten f und r
gehorigen Ablenkungscurve und Geschwirr- [559] digkeitscurve des ersten
Hauptfalles hefem. Es ist jenes Paar das, fir welches zur Zeit t — T
in (19) und (20)

. b
sa — 1
2ab (40)¢
A = = — ]
2 — b

sind [(37), (38), (39)]. W.ir wollen dies X und X, zum Unterschiede
von dem allgemeinen, 3£, 3T, und die zugehdrige Zeit % nennen. X ist
> 1; soll Curve (38) durch deq Gipfel der Ordinate | gehen, so muss
% > t sein. Weitere Bemerkungen Uber das gegenseitige Entsprechen
der bezuglichen Curven des ersten und zweiten Hauptfalles finden sich
oben in der fiunften und sechsten Folgerung. Das dortige §, ist hier
£ genannt.

Von dem so bestimmten Curvenpaare werden sich die x' des zweiten
Hauptfalles, bezogen auf dessen x, mit den x des ersten Hauptfalles,
bezogen auf die gleichen x, fir das namliche £ in Eine Construction
zusammenfassen lassen. Zu dieser schreiten wir nun, indem wir von den
tbrigen Curven des zweiten Hauptfalles, welche zu der des ersten Haupt-
falles nicht in der eben entwickelten, merkwirdigen Beziehung stehen,
vorlaufig absehen.

Um Gleichung (35) auf eine fiir die Discussion bequemere Form zu
bringen, machen wir die Geraden AN\BB' zu Asen eines schiefen
Coordinatensystemes; die Gerade BB' sei die Abscissenaxe, die Gerade
AA' die Ordinatenaxe; die neuen Abscissen eines Punktes x, x der
Curve (z. B. des Punktes jf in der Figur) mdgen A, die neuen Ordinaten

heissen. Man hat

1 Wegen der Schwierigkeit, Gleichung (16*) umzukehren, und die Zeit als
explicite Function von x darzustellen, lasst sich von der Zeit T nur noch aussagen,
dass sie zwischen

| a b a—+ 6

~é|0g( und r —  log a—b
liege. Dies sind die Werthe fur T, die den Gleichungen (23) und (24) der Grenz-
curven, zwischen denen die Ablenkungscurven des zweiten Hauptfalles verlaufen,

fir x = £ und X = $ — ——(40) geniuigen;'die Zeiten also, zu welchen die Or-

dinaten dieser Curven den Werth £ ? annehnien.
a—6
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[560] ax + x = {n. sin (a — R)
cos a

. sin (u — RB),
bx + x =1 cos B

wo u und B die zu a und h als Tangenten gehorigen Winkel bedeuten,
und durch Einsetzen dieser Werthe in (35)

2r 2r

H T i~ (an1

oder, wenn wir kirzehalher
Cry (lyT~T~&*)a =
(a/1 +
setzen,
th = C. da (42)
Wir haben es also mit einer auf schiefe Coordinate!! bezogenen Parabel

vom Qten Grade zu thun. Sind a und | ganze Zahlen, [561] so be-

stimmen deren Geradheit oder Ungeradheit und das Zeichen von C, in
welchem der vier Coordinatenwinkel Parabelzweige hegen dhd,wie sich
diese im Nullpunkte verhalten, ob sie in einander (bergehen, eine Spitze
bilden, u. s. w. C wirde beildufig in diesem Palle, wegen des geraden
Exponenten 2r, auch fir ein negatives | positiv sein. Physikalisch hat
indess, wie schon bemerkt, ein Zusammenhang der Curven im Nullpunkte

1 Nennt man x, X, 1, 9 die geraden und schiefen Coordinaten eines beliebigen,
X, X', H, & die eines gegebenen Punktes einer der vier Curven, so kann man
stets setzen

ax X 9 bx +x _
aX + X' & VX~+ X' ~ If
also, da nach (4)
ax + x bx + x gy
aX + X' bX + X
(41a)
Macht man X = -f £, X = 0, so werden H und & die schiefen Coordinaten
H%, des ~-Punktes, in welchem die Curve des ersten Hauptfalles die ®-Axe
schneidet (s. bei 1 in der Figur). Es ist
. . cos B JfI'l + «2
Ei = bi _
sin (e — RB) . I2r - (1o
s cos a afpl +
&l =al g _p 2r

Durch Einsetzen dieser Werthe in (41a) erhalt man gleichfalls (41).
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keinen denkbaren Sinn; auch werden a und b nur ausnahmsweise nicht
irrationale Zahlen sein. Ohne die am Nullpunkte mdéglichen Singularitaten
weiter zu ergrinden, schreiben wir Gleichung (42) daher besser folgender-
maassen:
b log = alog & + log C (43)

)9- ist von gleichem Zeichen mit f, und fir jeden der beiden Werthe
von if kann ij wiederum positiv oder negativ sein; die Logarithmen sind
von den absoluten Werthen der Gréssen zu nehmen. So stellt Gleichung
(43) fir jede der Ger moglichen Zeichencombinationen je einen Curven-
zweig vor, der sich vom Nullpunkt in’s Unendliche erstreckt.

Beispielsweise betrachten wir nun naher das Paar dieser Zweige,
welches den beiden Werthen von  flir ein positives £ und & entspricht.
Der bequemeren Discussion halber kehren wir dabei zu der Gestalt der
Gleichung zuriick, wie sie (42) zeigt. Der erste Dififerentialquotient ist

di] a A
dAf b CT ifi,
der zweite
d27] 2ra i
diR = CT ifé
Welchen endlichen Werth man auch a und b beilege, fir ft = 0 sind
1] und auch d_i = 0; die Curven beriihren also im Nullpunkte die Ge-
al
rade BB', entsprechend unserem fritheren Ergebniss: fir t = + oo,
X = — hx in beiden Hauptféllen [(18), (22)]. Beide Zweige steigen

convex gegen die Abscissenaxe vom Nullpunkt in’s Unendliche beziehlich
auf- und abwaérts, wobei der den positiven rj entsprechende Zweig den
Nullpunkt Uberschreitet, der [562] den negativen rj entsprechende auf
der positiven Scalenseite bleibt. Die Construction lehrt, dass in der Néhe
des Nullpunktes die Krimmung der Curve oberhalb der Geraden BB
eine starkere ist als unterhalb. Fir O = + co werden + 4 und
+ dr _ + 00; beide Zweige entfernen sich also immer weiter von der
Geraden AA, nehmen aber dabei immer mehr deren Richtung an, ent-
. X .
sprechend unserem friheren Ergebniss: fir t = — oo, - = — a in
beiden Hauptfallen.
Die Gleichung einer Tangente an irgend einem Punkte r,, if, der
Curve, auf dieselben schiefen Coordinaten bezogen, lautet

(«-F=-

wo H, O die Coordinaten der Punkte der Tangente bedeuten. Setzt
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man fir rln die Coordinaten H$, 6% des f-Punktes [(411), S. 344
Anm.], so wird die Gleichung

Hcos a = Qcos B — |.

Dies ist die Gleichung einer Geraden, welche parallel der F-Axe durch
den |-Punkt hei % geht: die Curve des ersten Hauptfalles schneidet folg-
lich die .r-Axe senkrecht (vergl. erste Ahhandl. S. 300).

Es ist gleichgiltig, oh man in (41) tj und »9 mit einer Constanten Kk,

oder oh man § mit j multiplicirt: Veranderung von g erzeugt also eine

Schaar ahnlicher Curven.

Bei gleichem & ist p um so kleiner, je grosser |; | = 00 macht
V = 0 fiur jedes endliche d. Bei wachsendem positivem g schmiegen
sich mithin die Curve des ersten und die des zweiten Hauptfalles, jene
von oben, diese von unten, vom Nullpunkt her der Geraden BB' auf
der positiven Seite an; fur | = 00 verschmelzen sie im Endlichen mit
dieser Geraden. Hinsichtlich der Curve des ersten Hauptfalles entspricht
dies Ergebniss unserem friheren Ergebniss: fir g = + 00, x = — bx
fur jedes endliche t (s. oben S. 325; erste Abhandl. S. 300); nur denken
wir uns jetzt das unendliche g entstanden durch Ueberschreiten des Null-
punktes mit unendlicher Geschwindigkeit nach Fall aus unendlicher Ferne
hoherer Ordnung (vergl. oben S. 332).

[563] | = 0 macht C — 00, also <9 = 0 fir jedes endliche ¥,
die Curve des ersten Hauptfalles fallt zusammen mit den Geraden AA
auf der negativen und die Curve des zweiten Hauptfalles mit derselben
Geraden auf der positiven Scalenseite, und so geht hier beziehlich der
erste Hauptfall in den zweiten, oder der zweite in den ersten Uber. Dies
ist das analytische Abbild dessen was man beobachtet, wenn man fir
e > n dem Magnet im Augenblicke, wo man ihn aus einer stets gleichen
Ablenkung fallen lasst, beziehlich einen immer schwécheren oder immer
starkeren, Inductionsstoss ertheilt, so dass zuletzt der Nullpunkt nicht
mehr Uberschritten wird, oder eben anfangt Uberschritten zu werden.

Macht man y = 2, so wird die Curve eine gemeine Parabel,

1
n = CA .

welche die A-Axe im Nullpunkte berthrt, deren Axe der ?;-Axe parallel,
und deren Parameter
2p = sui2 (« — RB)
Cy
ist. Die Curve des zweiten Hauptfalles auf der negativen Seite ist die
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Fortsetzung der Curve des ersten Hauptfalles auf der positiven Seite und
umgekehrt; man hat zwei Parabeln, die einander im Nullpunkte berihren.

Da die Tangente am Scheitel der Parabel senkrecht steht auf der
Parabelaxe, welche mit der Tangente am negativen Maximum der auf
die .r-Axe bezogenen Parabel den Winkel a, mit der Tangente am
|-Punkt den Winkel 90° — a bildet, so fallt der Scheitel weder mit
dem einen, noch mit dem anderen dieser beiden Punkte zusammen,
sondern hegt zwischen ihnen, um so naher dem Maximum, je grosser,
um so ndher dem f-Punkte, je kleiner a.

Macht man nun noch u = 45° also a = 1, b = 1j2, so folgt
aus den Eigenschaften der Parabel, dass der Scheitel in der Mitte zwischen
den beiden Punkten hegt. Die den |-Punkt und das Maximum ver-
bindende Gerade geht durch den Brennpunkt F, ihre Lange rt, ist der
Parameter
[564] 1

2P = 0,35355.
2] 2
Das Maximum X, ist = — 1/4; die Axe der Parabel schneidet die
r-Axe hei ., = 3/4; X0 ist = 2 u. s. w. Diese Verhéltnisse hegen

Fig. 6, und wie schon bemerkt, auch Fig. 4 und 5 zu Grunde (vgl.
oben S. 331. 338).

Die Ubrigen Curven des zweiten Hauptfalles sind jetzt noch genauer
zu betrachten. Fir eine und dieselbe Vorrichtung, d. h. ein und das-
selbe a und b entspricht im zweiten Hauptfalle jedem X eine Schaar
von Curven der Ablenkungen und eine Schaar von Curven der Geschwin-
digkeiten bezogen auf die Zeit. Die einzelnen Curven dieser beiden
Schaaren unterscheiden sich durch den Werth von X, welcher zwischen
bX und aX schwankt. Da unendlich viele X denkbar sind, gieht es
dergestalt unendlichmal unendlich viele Ablenkungs- und Geschwindigkeits-
curven des zweiten Hauptfalles bezogen auf die Zeit. Wird aber die
Geschwindigkeit auf die Ablenkung bezogen, so hat man nur noch Eine
Curvenschaar des zweiten Hauptfalles, welche, mit den sie einschliessen-
den Grenzcurven, fur alle Werthe von X dieselbe bleibt. Denn da die
Bewegung des Magnetes durch bestimmte Geschwindigkeit bei bestimmter
Ablenkung eindeutig bestimmt ist, kann durch einen zwischen den Ge-
raden AX, BB' gelegenen Punkt, als Gipfel einer .Geschwindigkeits-
ordinate, auch nur Eine Curve gehen. Je grosser 91 und je Kleiner
folglich 93 (s. oben S. 336), um so nadher der Geraden BB', je grosser 93
und je kleiner 91, um so naher der Geraden JA" verlauft die Curve;
fur 91 = 2rX, 93 = 0 fallt sie mit BB', fur 93 = 2rX, 91 = 0
mit AA' zusammen. Die zu einem bestimmten X gehorigen Ordinaten
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— IX, — X', — a X aber sind jedesmal die namlichen, die in Fig. 5
bei gleichem Maassstabe zu demselben X und zur Zeit T gehdren
wirden (27).

Fur t TZ. B. schwankt in Fig. 5 die Ordinate sammtlicher Ge-
sehwindigkeitscurven zwischen x — — -j| und x — — ¥, wahrend

sammtliche Ablenkungscurven sich im Gipfel der Ordinate + | schneiden
(vergl. oben S. 339). Demgemaéss sind in Fig. 6 die Ordinaten — a|
und — b's, der Geraden Ad', BB', beziehlich = 1 und = ljv Da-
gegen schneiden sich in Fig. 5 sammtliche Geschwindigkeitscurven bei

£
t, im Gipfel der Ordinate — -j, wahrend [565] die Ordinate der Ab-

6 £
lenkungscurven zwischen x = -- * und x — + schwankt (vergl.
oben S. 339). In Fig. 6 stellt sich dies so dar, dass die der x-Axe
S
parallele Gerade x = /i die Gerade AA’ bei o = + -j, die BB’

bei * = + % schneidet. In Fig. 5 wiirde mit wachsendem £ die Steil-

heit der Curven wachsen (s. oben S. 338); in Fig. 6 bleiben die Curven
fur jedes £ die namlichen, und nur die bezeichneten Schneidepunkte
nicken mit wachsendem £ weiter vom Nullpunkte fort.

Man vergegenwartige sich nun die Schaar der durch £ unterschiedenen
Curven des ersten Hauptfalles. Mit einer jgden von diesen wird eine
der durch 21 und S3 unterschiedenen Curven des zweiten Hauptfalles in
der obigen Art gemeinsam construirbar sein; und eine einfache Con-
struction dient, die so zusammengehdrigen Curven beider Hauptfélle zu
bestimmen. Diese Construction ist in Fig. 7 in kleinerem Maassstabe
besonders vorgefiihrt, da sie flr ein so grosses £, nie es aus anderen
Grinden in Fig. 6 nothig wrar, zu weite Ausdehnung dieser Figur bedingt
hatte, wie denn aus demselben Grande in Fig. 5 die Darstellung der zu
X gehoérigen Curven unterblieben ist.

Aus (36) folgt, dass, wenn 21 33' das 31 und 33 bedeuten, fir
welches X = X, X = X', man stets haben musse

21' : 33z a: b
Man ziehe irgendwo eine der x'-Axe parallele Gerade XA', und theile
die Strecke — (@ — I) X — B'A' im Verhdltniss von a : b so ein,
dass das a entsprechende grossere Stiick an A’ stosse. Man hat dann
B'C . A’C' :: B'X : A'X-,
die Punkte X, B‘, C, A liegen harmonisch, und die Geraden OX, OB,
0(7', O& sind harmonische Strahlen. Zieht man von C' nach r dem
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Strahle OA' parallel eine Gerade, so wird diese durch den zugeordneten
Strahl OB' in ihre beiden Halften + rt und — tj getheilt. Da OB' die
7-Axe ist, so sind C und t Curvenpunkte, und der Strahl OC', der zur
Gleichung hat (40)

, 2ab

[566] ist der Ort aller Curvenpunkte des zweiten Hauptfalles, deren ij
hei gleichem & dem » des "-Punktes irgend einer Curve des ersten
Hauptfalles gleich und entgegengesetzt ist. adi + 36 = ST ist sicht-
lich = a|; 5% + 3 = — S3 = — In Fig. 7 sind abermals
g =1 a = 1, b = V2 gemacht; demgeméss ist X = 3, 36 = 2;
die Gleichung des Strahles OC" ist

Da fiur alle Curven des zweiten Hauptfalles, ausgenommen fur die Grenz-
curve 0OA', am Nullpunkte x = — bx [(22), (29)], und fir alle, aus-

genommen fir die Grenzcurve OB', im Unendlichen X = a [(21),

(23)], so schneiden sammtliche Curven den Strahl OC'. Schreibt man
Gleichung (36)

(ax + x'Yy _  {wy __ £2r

{bx + x)b — (— S3)% (— by 's '
so zeigt sich abermals, dass fir § = 0, x = — ax, und fir Jj = 00,
X = — bx wird (vgl. oben S. 346); der Annahme g = 0 genigen
aber ferner 3 und X' = 0, und der Annahme £ = 00 geniigen X und
U = o00; fir £ = 0 also rickt der Schneidepunkt C' auf der Geraden

OC' an den Nullpunkt, fir £ = 00 in die Unendlichkeit.

§. YHI. Die Curve der Geschwindigkeiten bezogen auf die
Ablenkungen im Grenzfall s = n.

Denkt man sich den Winkel u — R immer kleiner bis zum Ver-
schwinden, so hort im Augenblicke, wo die Geraden AA’, B// zusammen-
fallen, der zweite Hauptfall zu bestehen auf, und von den vier Curven-
zweigen der Fig. 6 bleiben nur die beiden uUbrig, welche den ersten
Hauptfall vorstellten. Auch die Transformation, bei der jene Geraden
als Axen eines schiefen Coordinatensystemes benutzt werden, wird un-
moglich. Man kann aber mit ausreichendem Erfolge diese Transformation
durch mehrere andere, z. B. durch die in Fig. 8 sichtbare, ersetzen.
Hier ist 0 t, t, © t0 wieder die Curve x = < (x) fir ein positives,
0 r' t'0 die fUr ein negatives E£.
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[567] Die gegenwartige Construction entsteht aus der vorigen, wenn
man sich unter der #-Axe jetzt die Gerade denkt, welche mit der .r-Axe
den zu « als Tangente gehdrigen Winkel w einschliesst, wéahrend man
in Gedanken die ?%-Axe so weit von der >/-Axe fortdreht, dass sie mit
der x-Axe zusammenféllt. Die Dichtungen, in denen die y und #
wachsen, bleiben dieselben.

Ganz wie fur ein endliches r die Ausdriicke (9) den Abstand der
Curvenpunkte von den Geraden AA', BB' in der Richtung der x-Axe
maassen, misst nun ex + x deren in derselben Richtung, also auch in
der Richtung der i;-Axe, genommenen Abstand, z. B. des Curvenpunktes
T von der Geraden x = — ex. Man hat also

f = sx 4- /,
positiv auf der oberen, negativ auf der unteren Seite der d-Axe. Man
hat ferner

ex = <& sin w.

Eliminirt man die Zeit zwischen den Gleichungen (33) und (34), so
erhdlt man die mit dem Ausdruck auf S. 299 der ersten Abhandlung
identische Gleichung

ex + x = ele ex + X, (44)
die hier die Stelle von (35) vertritt. Indem man in (44) fir ex + x,
ex die obigen Werthe setzt, kommt

N
I - sm o
v = sie y (45)
oder
& - T 46
sin i) log vl (46)

woraus sich das Nothige ergiebt. Macht man f negativ, so werden ?,
und & negativ; die Gleichung stellt also beliebig den einen und den
anderen der beiden Curvenzweige vor, welche physikalisch nur getrennt
Bedeutung haben. Wir verfolgen von diesen Zweigen den oberhalb der
#-Axe gelegenen. Bei der Discussion ist es diesmal bequemer, die ?;-Axe
als Abscissen-, die TGAxe als Ordinatenaxe anzusehen.

[568] Es ist
¥ - O (if
d2& 1
di/2 y sin co'
Am Rullpunkte féllt die Curve zusammen mit der TGAxe, entsprechend
dem obigen Ergebniss: fir t = + 00, x — — ex. Die Curve steigt

dann, concav gegen die ?/-Axe, bis zu einem Maximum am [-Punkte bei
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r abwarts, wo rj = da hier éjj_ = 0 ist, schneidet die Curve die

x-Axe senkrecht (vergl. erste Abhandlung S. 297). Yon hier ab steigt
sie ohne Wendepunkt in’s Unendliche an. Bei y = es]| schneidet sie
die f/-Ax.e; fortan ist ihre Ordinate negativ, und sie selber convex gegen
die Abscissenaxe; zuletzt fur t = oo nimmt sie wieder die Richtung
der i9-Axe an, entsprechend dem obigen Ergebniss: fir t = — o0,
X
X

Es ist gleichglltig, ob man in (45) oder (46) % und & mit einer
Bonstanten k, oder ob man g mit ~ multiplicirt: Veranderung von g

erzeugt also eine Schaar ahnlicher Curven.

Fiar | = 0 schmiegt sich die Curve dem negativen, fir g = o0
dem positiven Schenkel der &-Axq an, und im letzteren Fall ist es als
sei der Magnet aus unendlicher Ferne hoherer Ordnung gefallen und
habe den Nullpunkt mit unendlicher Geschwindigkeit tberschritten.

Macht man g negativ, so verlegt man dadurch den Vorgang auf
die andere Scalenseite, auf der Alles Gesagte symmetrisch wiederkehrt.-

In der Figur ist w =45°, g = 1; das Maximum der Curve

X = y(x) wird dadurch =-—- l— und liegt bei x =. i; die Ordinate

des Wendepunktes wird — —2a und liegt bei x = 3 endlich die Or-

dinate x'g ist = e. Die Fig. 24 der ersten Abhandlung entspricht einem
Theile dieser Figur, nur dass dort |, statt = 1, = 2 gemacht war.

Zusatz von Ern. Kboneckee zur vorigen Abhandlung.

[569] Lasst man den Magnet aus einer positiven Ablenkung £ ohne
Dampfung fallen, bis er eine Ablenkung: £ . cos v erreicht, und erst an
dieser Stelle die Dampfung eintreten, was sich durch Schliessen eines
Gewindes bewerkstelligen liesse, so kann man fir die weitere Bewegung
des Magnetes die Grossen £ und v als Constanten einfiihren. Hiernach
erhalt man, wenn der Nullpunkt der Zeit an den Eintritt der Dampfung und

yb = ya . tgm 0O <u< Vin
gesetzt wird, Ablenkung und Geschwindigkeit durch folgende Gleichungen
bestimmt:

(ax X) eu = nfE.

oder:
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)
TCos 2m = COS U . COS (U + u) . e—=U — SM U . SM (m — V) e~

— X-€0s 2m = sin m.cos (u+ v).e-bt — cos u.sm m — v) e~M

Far t = 0 wird:
X = ( CO0S V, X = «g sin v
ax + x €0S m CosS(u -+ v) ax' + x" __ sin u cos (u + V)
bx + x ~- sin u sin(u — v) hx + x cos u sin (u — v)'

Der Ausdruck m ) durchlauft, wenn v von 0 bis u geht, alle

m — V
Werthe von cot u bis + oo, hierauf (wahrend v von u bis n wéchst)
stetig zunehmend alle Werthe von — 00 bis cot u. Liegt v zwischen

0 und m oder zwischen y u und n, so findet der erste Hauptfall
. . Tt
statt, der zweite aber, sobald v zwischen u und » — u

So lange v < i u ist, d. h. so lange die Dampfung bei einer

Ablenkung eintritt, welche nicht kleiner als g . sin u oder ly a

ist, Uberschreitet der Magnet nicht seine Euhelage x = 0, sondern nahert
sich derselben asymptotisch von der positiven Seite [570] her. Wenn aber v

zwischen - u und m hegt und demgemass die Ablenkung bei Ein-

tritt der Dampfung positiv und kleiner als g . sin u ist, so Uberschreitet
der Magnet die Euhelage, kehrt bei der negativen Ablenkung:

a b
f— cos m + t)Wr /7 sinu  wr
\ cos u ) Isin (v — u)J

um und ndhert sich alsdann von der negativen Seite her wiederum der
Euhelage. Wenn endlich v zwischen und % hegt, die Dampfung also

erst bei einer negativen Ablenkung beginnt, so bewegt sich der Magnet
im Sinne wachsender negativer Ablenkungen weiter bis zu dem durch den
Ausdruck (A) gegebenen Maximum, kehrt alsdann um und erreicht schliess-
lich von der negativen Seite her seine Euhelage. Der Werth x = 0 wird

.. . . t
also flr positive endiiche Werthe von t nur erreicht, wenn # u Ny

< ist, der Werth x — 0, wenn — U <V < nist
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