Nochmals (ber das Beharrungsgesetz.
Von
Ludwig Lange.

Die an einer frilheren Stelle dieser Zeitschrift (S. 266—297) von

mir vorgeschlagene Definition des »Inertialsystemes« bekundete sich
als ein Versuch, einen gewissen dunkeln Punkt in dem herkémm-
lichen Ausspruche des Beharrungsgesetzes durch Anwendung eines
allgemeinen methodologischen Verfahrens, des »Princips der particu-
laren Determination« aufzukléren. Einer brieflichen Mittheilung des
Herrn Professor Aurel VVoss in Minchen verdanke ich die Einsicht,
dass dieser Versuch nach seiner mathematischen Seite hin
missgliickt ist, indem er auf einem phorénomischen Irrthume beruht,
welchen ich mir in allzu festem Vertrauen auf die bekanntlich so
triigerische phoronomische Anschauung habe zu Schulden kommen
lassen. Demungeachtet darf ich zu meiner Freude hervorheben, dass
die seinerzeit entwickelten methodologischen Ideen nicht nur
nicht durch diese Erkenntniss aufgehoben werden, sondern im Gegen-
theil nunmehr weitere willkommene Bestatigung erlangen. Zufolge
einer neuen Untersuchung mit den Hilfsmitteln der Analysis findet
namlich das methodologische Princip der particularen Determination,
weit entfernt, an dem raumlichen Theile des Beharrungsgesetzes Schiff-
bruch zu leiden, vielmehr gerade hier eine fast unerwartet
schéne Anwendung, allerdings etwas anders, als ich zuvor ver-
meinte. In welcher Weise, wird sich auch ohne speciellere mathe-
matische Hulfsmittel verdeutlichen lassen. M

1) Eine streng mathematische Darstellung derselben Sache werde ich an einem
anderen Orte veroffentlichen.
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Zuvor aber einige Worte Uber den phoronomischen Grundfehler
meiner friheren Definition des Inertialsystemes (S. 274). Auf nur
zwei sich selbst iberlassene Punkte P,. P2 lasst sich eine wirkliche
Definition des Inertialsystemes gar nicht grinden. Denn wenn
man diesen Punkten auch bestimmte Bewegungen in einem Systeme
vorschreibt und Uber das System so verfiigt, dass die gegebene Vor-
schrift erfllt wird, so ist darum doch — ganz im Gegensatze zu dem
Raisonnement S. 273 — das System noch kein bestimmtes. Man
kann ja um die Verbindungslinie P, P2 herum das System ganz be-
liebig verdrehen. Schon die Analogie l&sst Ubrigens vermuthen, dass
3 die nothwendige und hinreichende Anzahl der Fundamental-
punkte des dreidimensionalen Inertialsystemes sein dirfte, ganz so
wie es 1 Fundamentalpunkt ist, worauf sich die eindimensionale
Neumann’sche Inertialzeitscala stiitzt. Diese Vermuthung wird denn
auch vollkommen bestétigt durch die folgenden phoronomischen Be-
trachtungen, in welchen, wie ich bemerken will, vorerst noch nicht
von materiellen sich selbst Giberlassenen, sondern nur von beweglichen
geometrischen Punkten die Rede ist.

Man stelle sich zunéchst einen einzelnen solchen Punkt 1\ und
ein willkurliches Coordinatensystem A vor, in Bezug auf welches der-
selbe irgendwie, einerlei ob geradlinig oder krummlinig, bewegt ist.
Gegen das System A sei bewegt ein zweites System B ; so ist die von
I\ in Bezug auf B zurlickgelegte Bahn im allgemeinen eine
Curve und zwar von anderer Gestalt, als die Bahn, welche P{ in
in Bezug auf A beschreibt. Nun I&sst sich erkennen, dass man durch
passende Bewegung des Systémes B gegen das System A stets be-
wirken kann, dass die Bahn von I\ im Systeme B geradlinig aus-
fallt. Man braucht nur einfach in diesem Systeme eine Gerade G\ zu
markiren und das System jederzeit so zu halten, das Pt mit irgend
einem Punkte von Gv zusammenfallt. Man Ubersieht leicht, dass dies
auf unendlich viele verschiedene Arten angeht.

Ein zweiter in Gedanken hinzugefiigter Punkt P2, welcher im
Systeme A beliebig bewegt sein mag (also im allgemeinen einen ver-
anderlichen Abstand von P, besitzen wird), beschreibt im Systeme B
jetzt wieder irgend eine im allgemeinen krummlinige Bahn.
Ertheilt man aber dem Systeme B eine passende Bewegung gegen A,
so wird sich dadurch bewirken lassen, dass nicht nur, nach wie vor,
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P\ im Systeme B auf der Geraden Gy, sondern auch P2 in demselben
Systeme auf einer Geraden fortschreitet. Markirt man namlich in B
eine zweite zu G, windschiefe Gerade G2, jedoch so, dass der kiirzeste
Abstand beider Geraden nicht groBer ist, als der Minimalabstand,
welchen im Laufe der Zeit P, und P2 einmal besitzenl): so gibt es

jederzeit eine mit P1P- gleich lange Verbindungsstrecke eines Punktes
auf Gy mit einem Punkte auf G2; und indem man ersteren mit 1\,
letzteren mit P2 zur Deckung bringt, und dieses Anpassungsverfahren
immerwéhrend anwendet, verfligt man lber B dermalen, dass 1\ und
P2 darin bez. auf Gy und G2 fortschreiten. Dass diese Verfligung ber
B noch immer eine ganz unbestimmte ist, folgt schon aus der Mog-

lichkeit einer Drehung um P, P2,

Jetzt stelle man sich aber noch einen dritten Punkt P3 vor.
AuBerdem markire man im Systeme B eine dritte Gerade G3 und zwar
eine solche, dass das Dreieck 1\ P2P3 jederzeit, welche Gestalten es
immer annehmen mag, ein mit ihm congruentes Verbindungsdreieck
dreier bez. auf Gy. G-,, G. gelegener Punkte vorfindet?). Dann braucht
man nur in jedem Augenblicke letzteres mit P, P,P3 zur wirklichen
Deckung zu bringen, um zu bewirken, dass mit Bezug auf B die
Punkte Pj, P2, P3 bez. auf Gu G2, G3 fortschreiten. Es fragt sich
nun, ob diejenige Bewegung von B, durch welche erreicht wird, dass
Pj, P2, P3 bestandig auf den vorgeschriebenen Geraden GI;, G2, G,
fortschreiten, ob diese Bewegung noch — wie bei nur einem oder zwei
Punkten — verschieden sein kann. Daraufist diese Antwort zu geben:
Wenn P,, P2, P3 in einer Geraden liegen oder wenn Gy, G2, G, Par-
allellinien sind, so gibt es unendlich viele verschiedene Arten der

1) Der Mathematiker "bedarf dieser Einschrankung nicht. Zieht man die »ima-
ginéren Punkte« der beiden Geraden in den Kreis analytischer Betrachtung — geo-
metrische Bedeutung beanspruchen solche »Punkte« natiirlich nicht — so gibt es auf
Gy und 02 »Punkte« von beliebig kleinem, ja sogar von negativem »Abstande«.

2) Fur den Mathematiker ist auch diese Beschrankung tberfliissig. Wie das
Dreieck PyP2P3 immer gestaltet sein mag, stets gibt es ein mit ihm congruentes
reelles oder imagindres Verbindungsdreieck dreier bez. auf Gy, G2, G3 liegender
»Punkte«, ganz ohne dass man Uber die Lage dieser Geraden besondere Voraus-
setzungen zu machen hétte. Der Nichtmathematiker darf hieran keinen Anstol? neh-
men. Er misste sonst z. B. auch der einstimmigen Behauptung aller Mathematiker
mwidersprechen, dass zwei beliebig gelegene Kreise sich allemal schneiden. Sie thun
dies seihst dann, wenn sie coneentrisch sind, freilich sind dann ihre »Schnittpunkte«
nicht reell, sondern imagindr.
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Bewegung von B. wodurch der gegebenen Vorschrift gentigt wird:

weil man dann eine beliebige Drehung um I\ P2P3 oder eine beliebige
Verschiebung langs der gemeinsamen Richtung von Gj, G2, 6r3 ein-
treten lassen kann. Wenn aber keins von beiden der Fall ist, so gibt
es zufolge gewisser hier nebenséchlicher analytischer Erwégungen
zwar mehrere, aber nicht unzéhlige solche Arten der Bewegung von B,

Wahrend es nach dem vorigen fir einen, zwei oder drei beliebig
gegeneinander bewegte Punkte unter allen Umstanden moglich ist,
ein solches Coordinatensystem zu construiren, mit Bezug auf welches
dieselben geradlinig bewegt sind, so gehtren ganz besondere Be-
dingungen dazu, dass das gleiche fir mehr als drei Punkte gilt.
Der Beweis mag hier Gbergangen werden. Zur Erlauterung will ich
nur auf ein geometrisches Analogon hinweisen. Wahrend es flr drei
Ebenen im Raume unter allen Umstanden einen gemeinsamen Punkt
gibt, so ist es ein blofRer Zufall oder richtiger eine Folge besonderer
Bedingungen, wenn ein gemeinsamer Punkt fir mehr als drei Ebenen
existirt.

Fassen wir die gewonnenen Ergebnisse kurz zusammen: F(r
drei oder weniger als drei Punkte ist die geradlinige
Bewegung in Bezug auf ein Coordinatensystem Sache
einer bloBen Convention; erst fur mehr als drei Punkte
ist sie mehr als Convention, ist sie Forschungsergeb-
niss. Drei Punkte brauchen nicht sich selbst tberlassen zu sein, um
in Bezug auf ein gewisses Coordinatensystem geradlinig bewegt zu
sein. Die physikalische Bedingung des Unbeeinflusstseins hat nur
den einen allerdings héchst merkwiirdigen geometrischen (phoro-
nomischen) Erfolg, dass es fiur beliebig viele ihr unterworfene
Punkte ein Coordinatensystem gibt, worin dieselben sammtlich gerad-
linig bewegt sind.

Von hier scheint es nur noch ein Schritt zur Definition des Iner-
tialsystemes zu sein. Man wird etwa erwarten, dass ein jedes Coordi-
natensystem, in Bezug worauf drei beliebige, nur nicht in einer Gera-
den liegende sich selbst tberlassene Punkte auf drei beliebigen, nur
nicht parallelen Geraden bewegt sind, ein Inertialsystem sein, d. h.
dass mit Bezug auf ein solches Coordinatensystem auch jeder vierte
sich selbst Uberlassene Punkt irgendwie geradlinig fortschreiten werde.
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Das ist aber nicht der Fall; wenn die Punkte gegeben sind, so diir-
fen die ihnen vorzuschreibenden geradlinigen Bahnen nicht mehr so
ganz beliebig sein. lhre gegenseitige Lage muss vielmehr einer ge-
wissen Bedingung unterliegen. Und was fir einer Bedingung, das ist
nur in einem besonders einfachen Falle leicht anzugeben, wenn ndm-
lich die drei sich selbst tiberlassenen Punkte einmal zu gleicher Zeit
am gleichen Orte gewesen sind, wenn sie gleichzeitig von einem
Baumpunkte aus projicirt wurden. Jedes System namlich, in welchem
drei solche Punkte I\, P2, P3 (die aber nicht in einer geraden Linie
liegen dirfen) auf drei nicht ganz beliebigen, sondern von einem
Baumpunkte aus divergirenden Geraden Gl} (72, 6*3 stetig da-
hinschreiten, ist ein Inertialsystem. Der Beweis hierfir bietet kein
besonderes methodologisches Interesse und mag daher Ubergangen
werden. Man kann auch sagen: Wenn die drei in einem Punkte zu-
sammenlaufenden im allgemeinen krummlinigen Bahnen,
welche von P,, P2, P3 in Bezug auf ein beliebiges System stetig zu-
rickgelegt werden, im besonderen geradlinig sind, so ist das
System ein Inertialsystem.

Die ideale Construction des Inertialsystemes wiirde also etwa
folgendermalien auszufiihren sein. Drei materielle Punkte Pt, P2, P3
werden gleichzeitig vom selben Baumpunkte ausgeschleudert und
dann sich selbst Uberlassen. Sobald man sich vergewissert hat, dass
sie nicht in einer geraden Linie gelegen sind, verbindet man sie ein-
zeln mit einem ganz beliebigen vierten Baumpunkte Q. Die Ver-
bindungslinien, welche bez. G\, 6r2, 6r3 heiffen mdgen, bilden zusam-
men eine dreiseitige Ecke. Ldsst man nun diese Ecke in unver-
anderlicher Starrheit ihre Gestalt bewahren und verfiigt
man (Uber ihre Lage bestandig so, dass Pl auf der Kante (?,, P2 auf
6r2, P3 auf Gi stetig fortschreitet *), so ist ein Coordinatensystem, wo-
rin die Ecke ihre Lage beibehalt, ein Inertialsystem. Die drei Kan-
ten konnen auch gleich selbst als Achsen eines Inertialsystemes be-
nutzt werden, nur dirfen sie dann nicht in einer Ebene liegen. Da Q

1) Die immerwahrende Mdglichkeit, durch reelle Constructionen so zu ver-
fugen, erhellt daraus, dass das Dreieck der gleichzeitig vom gleichen Raumpunkte
aus projicirten Punkte P,, P2, P3 nothwendig sich selbst ahnlich bleibt. Diese letz-
tere Erkenntniss, eine Consequenz des Beharrungsgesetzes, braucht bemerkenswer-
ther Weise der Definition des Inertialsystemes nicht vorausgeschickt zu werden.
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544 Ludwig Lange.

ein ganz beliebiger Raumpunkt ist und der Raum 003 Punkte enthalt,
so lassen sich auf die angegebene Art 003 dreiseitige Ecken, also auch
oo3lnertialsysteme construiren, in vollkommener Uebereinstimmung mit
S. 274 (Anmerkung). Diese Construction ist, wie angezeigt, eine vollig
ideale, Niemand ist im Stande, sie unmittelbar zu bewerkstelligen.
Darum ist aber ihrWerth kein geringerer. Die (angenaherten) realen
praktischen Constructionsmethoden des Inertialsystemes flieBen aus
seiner priméaren idealen Construction genau in der namlichen
Weise, wie z. B. alle realen Methoden der (angenédherten) Verglei-
chung elektrischer Kréafte zuletzt aus einer vollig idealen Grund-
methode flieRen, welche nun und nimmermehr unmittelbare Anwen-
dung finden kdnnte.

Inwiefern die hier gegebene Definition des Inertialsystemes mit
weit besserem Rechte als die frilhere vermeintliche verdient, eine
Uebertragung der Neumann’schen Zeitmessungsconvention auf den
dreidimensionalen Raum genannt zu werden, bedarf kaum der Aus-
flhrung. Genau ebenso, wie Neumann die Inertialzeitscala definirt
durch die Convention, ein sich selbst Uberlassener Punkt solle mit
Bezug auf sie langs ihrer einen einzigen Dimension gleichférmig be-
wegt sein, genau so definiren wir das Inertialsystem durch die Con-
vention, drei (gleichzeitig vom gleichen Raumpunkte projicirte, nicht
in einer Geraden liegende) sich selbst (iberlassene Punkte sollen mit
Bezug darauf langs drei verschiedenen Dimensionen geradlinig bewegt
sein. Die merkwirdige Analogie liee sich noch weiter verfolgen,
allein ich darf es mit diesen Andeutungen genug sein lassen und will
nur im Anschliisse daran hervorheben, dass sich durch Einfiihrung des
Begriffes, »Inertialzeitscala« die S. 276 gegebene Fassung des Behar-
rungsgesetzes auch in formeller Beziehung vervollkommnen lasst.
Was unter einer »Zeitscala« Gberhaupt zu verstehen ist, braucht nicht
zuvor definirt zu werden. Meine neue verbesserte Fassung des Ge-
setzes ist nun diese:

Beharrungsgesetz.

Definition 1: »lInertialsystem« heilt ein jedes Coordinaten-
system von der Beschaffenheit: dass mit Bezug darauf die in einem
Punkte zusammenlaufenden stetig beschriebenen Bahnen dreier
gleichzeitig von demselben Raumpunkte projicirter und dann sich
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selbst Uberlassener Punkte (die aber nicht in einer Geraden liegen
sollen) sammtlich geradlinig sind.

Theorem I: In Bezug auf ein Inertialsystem ist auch die Bahn
eines jeden vierten sich selbst tberlassenen Punktes geradlinig.

Definition Il. »Inertialzeitscala« hei3t eine jede Zeitscala, in
Bezug auf welche irgend ein sich selbst tberlassener Punkt in seiner
Inertialbahn gleichférmig bewegt ist.

Theorem 11. Rucksichtlich einer Inertialzeitscala ist auch
jeder andere sich selbst Uberlassene Punkt in seiner Inertialbahn
gleichférmig bewegt.

Was aufler S. 273 f. in meinem ersten Aufsatze durch diesen
zweiten hinfallig wird, ist fast unnoéthig hervorzuheben. Wo dort
von zwei Fundamentalpunkten des Inertialsystemes die Rede ist, hat
natdrlich die Zahl drei einzutreten. Uebrigens bleibt ziemlich alles
beim alten. Nur noch einige Worte tber die S. 281 beilaufig er-
wahnte Definition des Inertialsystemes. Ich habe dieselbe seiner Zeit
verworfen, weil sie unndéthig viele Fundamentalpunkte beanspruche.
Gegenwartig fallt dieser Einwurf von selbst hinweg. Gleichwohl aber
verdient die vorhin vorgeschlagene Definition vor der S. 281 erwdhnten
unbedingt den Vorzug, denn von anderen Griinden abgesehen ver-
meidet sie einen methodologischen Fehler, von welchem die letztere
sich nicht reinigen lasst. Das Inertialsystem wurde a. a. O. versuchs-
weise definirt als ein System von der Art, dass mit Bezug darauf ein
sich selbst (berlassener Punkt ruhen und seine Verbindungen mit
zwei anderen gleichzeitig vom gleichen Raumpunkte projicirten sich
selbst Uberlassenen Punkten feste Richtungen einnehmen sollen.
Voraussetzung ist hierbei offenbar, dass die beiden Verbindungs-
linien miteinander einen unveranderlichen Winkel einschlieRen,
sonst wére ja die Construction ersichtlich geometrisch unausfiihrbar.
Diese Voraussetzung wére also in Gestalt eines Theoremes der Defini-
tion des Inertialsystemes und mithin dem Ausspruche des Beharrungs-
gesetzes voranzuschicken. Sie ist aber offenbar nichts als eine Conse-
quent dieses Gesetzes, und die S. 281 erwahnte Definition enthielte
sonach einen ganz ahnlichen Fehler, wie die Streintz’sche Definition
des Fundamentalsystemes. Dass aber der vorhin gegebenen Definition
des Inertialsystemes kein Fehler dieser Art innewohnt, liegt auf der
Hand.
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