Kant's Lehre von den synthetischen Urtheilen a priori in
ihrer Bedeutung fiir die Mathematik.

Von
Wilibald Reichardt.

I. Einleitung: Stellung der Lehre Kant's von den syn-
thetischen Urtheilen a priori innerhalb seines Systems
der kritischen Philosophie.

Der erste Ausblick auf eine kritische Philosophie, die mit voller
Entschiedenheit der Metaphysik des Leibniz-Wolff’sehen Dog-
matismus entgegentreten sollte, ertffnete sich fir Kant mit der
Einsicht, dass die Metaphysik zunédchst nur eine Wissenschaft
von den Grenzen menschlicher VVernunft sein kénne. Nach-
dem einmal die Unmdglichkeit einer jeden Erkenntniss des Ueber-
sinnlichen feststand, blieb in der That diese Auffassung als die
allein haltbare (brig, wenn anders die Metaphysik nicht vollstandig
mit der Erfahrung zusammenfallen sollte.

Fundamentale Forderung einer Metaphysik, deren Absicht auf
die Untersuchung der Grenzen der menschlichen Vernunft ging,
war es ohne Zweifel, sich Klarheit zu verschaffen von der Leistung
dieses Geistesvermogens, d. h. von dem Begriff der Erkenntniss;
sie musste sich also allererst die Frage vorlegen: Worin besteht das,
was wir Erkenntniss nennen? oder kurz: Was ist Erkenntniss?

Jede Erkenntniss spricht sich aus in einem Urtheil. Soll ein
solches Urtheil eine wirkliche Erkenntniss enthalten, so wird es
weder ein blofes Resultat der Logik noch Ausdruck einer directen
Wahrnehmung sein dirfen. Im ersteren Falle ware sein Inhalt selbst-
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verstandlich, im zweiten nur zufallig. In der Sprache Kant's lautet
die so gewonnene Einsicht: Alle wirkliche Erkenntniss besteht in
synthetischen Urtheilen a priori. So wird Kant’s Lehre von den
synthetischen Urtheilen a priori grundlegend fir seine gesammte
kritische Philosophie.

Aber auch fir die Gliederung des ganzen Baues derselben ist
sie von hoher Bedeutung. Ist namlich einmal der Begriff der Er-
kenntniss genau bestimmt und begrenzt, so wird noch eine weitere
Frage vorbereitender Art zu beantworten sein: Ist auch wirklich
die Existenz einer solchen Erkenntniss moglich, oder ist
vielleicht der Begriff derselben ein blofes Product unserer Einbil-
dungskraft?

Die Beantwortting dieser Frage geschieht durch die thatsich-
liche Aufdeckung (berechtigter oder unberechtigter) synthetischer
Urtheile a priori. Das damit erlangte Resultat gibt aber sofort
Anlass zu einer specielleren Fragestellung: Wo, innerhalb welcher
Wissenschaften finden sich dergleichen synthetische Urtheile a priori
vor? Kant nennt als diese Wissenschaften auf der einen Seite die
Mathematik, auf der anderen Seite die Metaphysik, und zwar
sowohl die Metaphysik der Erscheinungen (die Naturwissenschaft),
als auch die Metaphysik des Uebersinnlichen, der Dinge an sich.

Die Satze der Mathematik und die Lehren der Metaphysik sind
nun aber synthetische Urtheile a priori von wesentlich verschiedener
Art. Sie unterscheiden sich hinsichtlich der Synthese, die in ihnen
vollzogen wird. Diese Verkniipfung néamlich hangt von der Be-
schaffenheit der Begriffe ah, die im Urtheile zu einer Erkenntniss
verbunden werden. Die Begriffe der Mathematik betreffen nur die
anschauliche Form der wirklichen Dinge, wie sie uns erscheinen;
die Gegenstidnde der Metaphysik dagegen sind die wirklichen Dinge
Oder doch die Erscheinungen derselben seihst. Die Mathematik ge-
winnt demgem&B ihre Urtheile durch eine Synthese in der An-
schauung, durch eine anschauliche Construction; die Metaphysik da-
gegen kann die Verknlpfung ihrer Gegenstdande nur durch das
Denken vollziehen. Das eine Mal geschieht die Synthese durch das
Anschauungsvermogen, die Sinnlichkeit, das andere Mal durch das
begriffliche Vermogen, den Verstand. Der Eintheilung der synthe-
tischen Urtheile a priori in mathematische und metaphysische geht
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also die Trennung des Erkenntnissvermdégens in zwei wohl zu unter-
scheidende Eormen parallel: Sinnlichkeit (anschauliches Er-
kenntnisvermégen) und VVerstand (begriffliches Erkenntnissvermo-
gen). Augenscheinlich beruht diese Eintheilung der Erkenntniss-
vermdgen auf einem Artunterschiede, nicht blo auf einem
Unterschiede hinsichtlich des Grades der Deutlichkeit; auf einer
Verschiedenheit hinsichtlich der Qualitat und nicht auf einer Dif-
ferenz quantitativer Art; die gedachte Vorstellung ist ebensowenig
ein schwacher sinnlicher Eindruck (wie die englische Erfahrungs-
philosophie behauptet), als sich umgekehrt die sinnliche Wahrneh-
mung aus dunklen, verworrenen Vorstellungen zusammensetzt (wie
dies die Leibniz-Wo Iff’sehe Metaphysik lehrt). Fur die kri-
tische Untersuchung der menschlichen Vernunft, die von einer Kkri-
tischen Philosophie verlangt wird, schlieBt der so gefasste Unter-
schied von Sinnlichkeit und Verstand die erste werthvolle Einsicht
in sich: Diese Vernunftkritik muss einmal sein eine Untersu-
chung der Sinnlichkeit und danach eine Untersuchung
des Verstandes.

Worin nun aber muss jede dieser beiden kritischen Untersu-
chungen bestehen, welche Aufgabe hat jede von ihnen zu
16sen?

Die Sinnlichkeit bethatigt sich bei der Bildung der mathema-
tischen, der Verstand bei der Entstehung der metaphysischen syn-
thetischen Urtheile a priori. Die allgemeine Aufgabe der Vernunft-
kritik wird daher so formulirt werden kénnen: Wie sind synthe-
tische Urtheile a priori moéglich? Welches sind die einzig
moglichen Bedingungen fur die Gewinnung wirklicher Erkenntnisse ?
Diese Hauptfrage der Vernunftkritik spaltet sich nach der ber die
doppelte Art des menschlichen Erkenntnissvermdgens gewonnenen
Einsicht sofort in die beiden nach einander zu beantwortenden Un-
terfragen: Wie sind die synthetischen Urtheile a priori der Mathe-
matik, wie diejenigen der Metaphysik mdoglich? oder in kirzerer
Fassung: Wie ist reine Mathematik, wie Metaphysik mdg-
lich? Die Antwort auf die erstere dieser Fragestellungen gibt die
transcendentale Aesthetik; die Beantwortung der zweiten
Frage macht den Inhalt der transcendentalen Logik aus.

Die Gegenstdnde der Metaphysik sind nun theils die Erschei-



598 Wilibatd Reichardt,

nungen, theils die Dinge an sich. Mit den ernteten befasst Bich
die Naturwissenschaft, mit den letzteren die Metaphysik im
engeren Sinne, die Metaphysik des Uebersinnlichen. An Stelle der
letzteren der beiden obengenannten Fragen treten also die folgenden
beiden anderen: Wie sind naturwissenschaftliche, wie metaphysische
(im engeren Sinne) synthetische Urtheile a priori mdglich? oder
kirzer: Wie ist reine Naturwissenschaft, wie Metaphysik
des Uebersinnlichen moglich? Indem die transcendentéle
Logik diese beiden Fragen successive beantwortet, wird sie zunachst
zur transcendentalen Analytik und darauf zur trdnscenden-
talen Dialektik.

Letztes Ziel der Vemunftkritik wird sein, durch gegenseitige
Abwégung der nothwendigen Bedingungen, die durch transcenden-
tale Aesthetik, Analytik und Dialektik fiir die Erkenntnisse der
reinen Mathematik, der reinen Naturwissenschaft und der Meta-
physik des Uebersinnlichen aufgedeckt werden, die RechtmaRigkeit
dieser dreierlei Erkenntnisse zu erschliefen. Am wenigsten be-
streitbar erscheint von vornherein die Berechtigung der reinen
Mathematik und darnach die der reinen Naturwissenschaft. Wenn
sich also am Schliisse der genannten Untersuchung herausstellett
sollte, dass die Bedingungen der reinen Mathematik (und die der
reinen Naturwissenschaft) auf dem Boden der menschlichen VVernunft
unvereinbar land mit denen der Metaphysik, So wird es kaum mehr
zweifelhaft sein, dass die metaphysische Erkenntniss der Berechti-
gung entbehrt. Der letzte Zweifel darliber wird gehoben werden,
wenn man zu der Einsicht gelangt, dass die reine Mathematik zwar
die Thatsache einer (wenn auch unberechtigten) Metaphysik erklért,
nicht aber umgekehrt die Metaphysik die Thatsache der reinen ma-
thematischen Erkenntniss. Der richtige Einblicken die in-
nere Natur der mathematischen Erkenntnisse wird also
zum Regulativ fur alle weitere Kritik der reinen Ver-
nunft.

Diese wenigen Bemerkungen (ber das Verhéltniss der Lehre
KaUt’s von den synthetischen Urtheilen a priori zum ganzen Bau
seiner Kritik der reinen Vernunft mdgen geniigen, die hohe Bedeu-
tung derselben fir seine Vernunftkritik aufer allen Zweifel zu
stellen. Sie bildet fir letztere den Ausgangspunkt und verhilft zu
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einer genauen Fassung ihres Gesammtproblems sowohl wie der
einzelnen Aufgaben, die in diesem enthalten sind. Es lohnt daher
wohl an sich schon der Muhe, diese Lehre Kant’s von den syn-
thetischen Urtheilen a priori einer eingehenden Darstellung und
Prifung zu unterziehen; und dabei wird es in Folge der funda-
mentalen Wichtigkeit einer richtigen Auffassung der wissenschaft-
lichen Natur der Mathematik fiir die gesammte Yemunftkritik voll-
kommen gerechtfertigt erscheinen, wenn die kritische Untersuchung
der mathematischen Urtheile eine besondere Berlicksichtigung er-
fahrt. Zweierlei aber ist es, wodurch die Kantische Lehre, zumal
soweit sie sich auf die Axiome und Lehrsitze der Mathematik be-
zieht, noch erhohtes Interesse gewinnt: einmal der Charakter der
Neuheit, den sie gegentber der vorkantischen Philosophie tragt,
und der sich insbesondere in ihrer entschiedenen Gegensétzlichkeit
zum metaphysischen Dogmatismus eines Leibniz und
Wolff und zu Hume’s Skepticismus kundgibt; dann aber die
lebhafte Beurtheilung und eingehende Kritik, welche dieselbe in der
neueren Erkenntnisstheorie gefunden hat.

. Kapitel.

Kant’s Eintheilung der Urtheile in analytische und synthetische und

in Urtheile a priori und a posteriori; insbesondere seine Begrindung

des synthetischen und apriorischen Charakters der mathematischen
Urtheile.

Die Lehre Kant’s von den synthetischen Urtheilen a priori ist,
wie wir sahen, grundlegend fir seine gesammte kritische Philosophie.
Es kann daher nicht verwundern, wenn Kant dieselbe da zum
Ausgangspunkte wahlt, wo er eine zusammenhangende Darstellung
seiner Yemunftkritik gibt: in der »Kritik der reinen Vernunft«l)
und in den »Prolegomena zu einer jeden kunftigen Meta-
physik«?).

Zwei wohl zu unterscheidende Eintheilungsgriinde sammtlicher

1) Kant’s Werke, Gesammtausgabe von Rosenkranz und Schubert,
Bd. 2.
2) Ebenda, Bd. 3, p. 1L
Wundt, Philo». Studien. IV 39
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Urtheile sind es, welche die dort entwickelte Lehre volaussetzt: ein-
mal das Verhaltniss des Préadicathegriffes zum Subjectbegriffe, zwei-
tens aber der Ursprung, die Quelle des Urtbeils und der davon
abhéangige, dem Inhalte des Urtheils zugeschriebene Grad der Ge-
wissheit. Der erste Eintheilungsgrund bedingt die Unterscheidung
analytischer und synthetischer Urtheile; nach dem zweiten
Eintheilungsgrunde richtet es sich, oh ein Urtheil a priori oder
a posteriori gilt. Durch Verbindung der beiden Dichotomien,
zu denen man hiernach gelangt, entsteht eine Tetratomie, deren
eines Glied allerdings sogleich als unmdglich fortgelassen werden
muss; denn jeder analytische Satz ist ein Urtheil a priori, analy-
tische Urtheile a posteriori gibt es nicht.

Unter den drei Urtheilsformen, dje somit als einzig mdglich
nachbleiben, nimmt eine hinsichtlich ihres Erkenntnisswerthes eine
hervorragende Stellung ein: Es sind im Grunde genommen nur
die synthetischen Urtheile a priori, die eine wirkliche Er-
kenntniss enthalten. Diesen Urtheilen muss daher eine besonders
eingehende und aufmerksame Untersuchung gewidmet werden.

Il. Analytische und synthetische Urtheile.

Unsere erste Frage wird sein: Was versteht Kant unter einem
analytischen, was unter einem synthetischen Urtheil? Durch welche
Merkmale unterscheidet sich das analytische Urtheil vom synthe-
tischen?

Werden zwei Vorstellungen zu einem Urtheile verbunden, so
kann das Verhaltniss dieser beiden Vorstellungen zu einander von
zweifacher Art sein. Entweder ndmlich ist in der Subjectvorstellung
die Prédicatvorstellung als wesentliches Merkmal enthalten, oder
nicht; entweder also wird im Subjecte der Préadicat-
begriff nothwendig mitgedacht, oder er fugt zum Sub-
jectbegriffe etwas hinzu, was keinen wesentlichen Be-
standtheil desselben ausmachf. Im ersteren Falle heif3t das
Urtheil analytisch, im zweiten synthetisch. Die Ausdehnung
ist ein wesentliches Merkmal aller Kérper, man kann sich keinen
Korper denken, der nicht ausgedehnt ware. Urtheile ich also: »Alle
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Korper sind ausgedehnt«l), so setzt dies nur voraus, dass ich den
Begriff »Korper« analysirt, in seine specifischen Merkmale aufgeldst,
und eines dieser Kennzeichen namhaft gemacht habe. Das Urtheil
ist also analytisch. Synthetisch dagegen ist der Satz: »Alle Korper
sind schwer«; denn mit dem Begriffe eines Korpers denke ich
nicht nothwendig gleichzeitig den Begriff der Schwere. Es sind
also zwei Begriffe verbunden worden, von denen es nicht gilt, dass
der eine als wesentliches Merkmal in dem anderen enthalten ist.
In dem Urtheile: »Das Quadrat hat vier Seiten« ist der Pradicat-
begriff im Subjecte mit enthalten; die Vierzahl der Seiten wird in
dem Begriffe »Quadrat« nothwendig mitgedacht; dieses Urtheil ist
also analytisch. Der Satz: »Die Diagonalen eines Quadrates stehen
senkrecht auf einander« ist dagegen sicherlich synthetisch. Denn
ich mag die Zergliederung des Begriffes »Quadrat« (oder des Be-
griffes der Diagonalen des Quadrates) beliebig weit fortfiihren, so
werde ich doch niemals zur Einsicht des genannten Urtheils gelan-
gen. Fur die Richtigkeit des ersteren (bejahenden, analytischen)
Urtheils bietet der Satz des Widerspruches volle Gewéhr. Denn
die Behauptung, dass die Anzahl der Seiten des Quadrates nicht
gleich vier ware, wirde ja mit dem Begriffe des Quadrates in Wider-
spruch stehen. Ebenso ist die Wahrheit des folgenden Satzes, der
als verneinendes analytisches Urtheil bezeichnet werden muss, eine
directe Folge des Satzes vom Widerspruche: »Das Quadrat hat nicht
funf Seiten«. Die Finfzahl der Seiten wirde ja dem Begriffe des
Quadrates zuwiddtlaufen.

Ueberhaupt ist der Satz vom Widerspruche Grund-
princip aller analytischen Urtheile?. Denn da der Pra-
dicatbegriff in einem bejahenden analytischen Urtheile bereits im
Subjectbegriffe als Merkmal enthalten ist, so wirde die Verneinung
dieses Merkmales einen Widerspruch in sich schlieBen, und ebenso
erfolgt die Erkenntniss der Richtigkeit eines verneinenden analy-
tischen Urtheils nach diesem logischen Grundsétze; denn ein ver-
neinendes Urtheil wird ja gerade dann analytisch genannt werden
missen, wenn seinem Subjecte ein Merkmal abgesprochen wird, das
mit dem Begriffe desselben in Widerspruch steht.

1) Krit. p. 21; Prol. p. 17.

2) Krit. 2. Ausgabe, a. a. O. p. 700; Prol. p. 17.

39*
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Welches ist nun aber das Grundprincip der synthe-
tischen Urtheile? Der Satz des Widerspruches jedenfalls nicht
allein.  Oder koénnte mir etwa dieses Princip zu der Erkenntniss
verhelfen, dass ich allen Korpern das Pradicat der Schwere, jedem
Winkel zwischen den Diagonalen eines Quadrates die GroRe eines
Rechten zuschreibe? Sicherlich nicht. Die Beantwortung der ge-
stellten Frage, der Frage also nach den Bedingungen, unter denen
synthetisch Urtheile zu Stande kommen kdnnen, ist vielmehr (ab-
gesehen von einem besonderen Falle, von dem spater [unter I11.]
die Rede sein wird) mit weitaus grofleren Schwierigkeiten verbun-
den, als die Gewinnung des Grundaxioms aller analytischen Urtheile ;
und zwar bildet, wie schon einleitungsweise bemerkt wurde, die
Aufdeckung und kritische Untersuchung dieser Grundlagen der syn-
thetischen Urtheile, soweit dieselben Vernunfterkenntnisse enthalten,
die Hauptaufgabe der Kritik der reinen Vernunft.

Der verschiedenen Art der Bedingungen, unter denen die Bil-
dung analytischer und synthetischer Urtheile vor sich geht, ent-
spricht ein verschiedener Grad ihrer Bedeutung fir die Gewinnung
wissenschaftlicher Erkenntnisse. Ein analytisches Urtheil enthalt
nur eine logische, eine selbstverstandliche Wahrheit und verfolgt
keinen anderen Zweck, als eine der wesentlichen Eigenschaften des
Subjectes besonders hervorzuheben oder die wesentlichen Elemente
seines Begriffes klar vor Augen zu stellen. Jedes synthetische Ur-
theil dagegen schliel3t eine neue Einsicht in sich, wenigstens fir
denjenigen, der von dem Subjecte nur die primitive, zur.Umgren-
zung seines Begriffes eben ausreichende Vorstellung besitzt. Das
analytische Urtheil erlautert!) einen Begriff durch Auflésung des-
selben in seine Bestandteile; das synthetische Urtheil erweitert
eine Vorstellung durch Angabe neuer, auBerhalb desselben liegender
Merkmale. Alle eigentlichen Erkenntnissurtheile sind also sicherlich
synthetisch.

Eine Classe von Urtheilen gibt es, deren synthetischer Charakter
augenscheinlich vollig auBer Zweifel steht. Es sind dies die sammt-
lichen Erfahrungsurtheile?) (im weitesten Sinne), solche Urtheile

1) Krit. p. 21; Prol. p. 16.
2) Krit. 2. Ausgabe, p. 700; Prol. p. 18.
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also, deren Inhalt entweder seihst den Gegenstand einer directen
Erfahrung bildet — wie es im Wahrnehmungsuirtheilel) ge-
schient — oder doch wenigstens in einer Verknupfung wahrge-
nommener Erscheinungen bestent. Denn jedes Urtheil ist entweder
analytisch oder synthetisch. Wie aber kdnnte ein analytisches Ur-
theil sich auf Erfahrung griinden? Ist es nicht vielmehr ein rein
formal-logischer, von jedem empirischen Motive vollstandig unab-
héngiger Act, wenn ich aus den Merkmalen eines Begriffes eines
herausgreife, um es zum Prédicate eines Urtheils zu machen, dessen
Subject jener Begriff ist? Im Erfahrungsurtheile werden zwei That-
sachen verknlpft, die Gegenstande unserer sinnlichen Wahrnehmung
sind. Welchen Anlass sollte unser urspringliches Denken haben,
die eine derselben als unerldssliches Merkmal der anderen aufzu-
fassen? Sage ich z. B.: »Wenn die Sonne den Stein hescheint, so
wird er warm«2), so gehe ich damit keineswegs einer aus logischen
Griinden selbstverstandlichen Wahrheit Ausdruck. Die Thatsache,
dass der Stein von der Sonne beschienen wird, enthalt an sich
nichts, was mit der zweiten Thatsache der Erwdarmung dieses Steines
Uhereinstimmte. Das genannte Erfahrungsurtheil ist also in der
That synthetisch.

I11. Erkenntnisse a priori und Erkenntnisse a posteriori.

Jede wirkliche Erkenntniss kann, wie wir sahen, nur in einem
synthetischen Urtheile ihren Ausdruck finden. Es sind nun aber
nicht umgekehrt alle synthetischen Urtheile auch eigentliche Er-
kenntnissurtheile. Es gehort dazu vielmehr noch ein weiteres Merk-
mal, namlich — um den Kantischen Ausdruck zu gebrauchen —
das Merkmal der Aprioritat. Synthetische Urtheile sind also nur
dann wirkliche Erkenntnissurtheile, wenn sie gleichzeitig a priori
feststehen3). Welche Bedeutung hat nun aber dieses Kantische
Apriori? Wie unterscheidet sich eine Erkenntniss a priori von
einem nicht apriorischen Urtheil, oder, wie Kant sagt, von einer

1) Prol. p. 58.
2) Prol. p. 62.
3) Krit. p. 23; Prol. p. 28.
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Erkenntniss a posteriori? Welches also ist, das zweite charakteri-
stische Merkmal eines eigentlichen Erkenntnissurtheils?

Werden zwei verschiedene Vorstellungen zu einem Urtheil ver-
bunden, so kann die Verknlpfung derselben entweder eine noth-
wendige sein oder eine nur zufallige, d. h. die Annahme,
diese Verbindung bestdnde nicht, enthielte nichts Unmdgliches.
Entweder ferner kann diese Verkniipfung in allen Féllen ohne Aus-
nahme, also allgemein, oder nur in particularen, durch Hin-
zutreten gewisser Sonderbedingungen ausgezeichneten Féllen statt-
finden. Nothwendigkeit und strenge Allgemeinheit und ebenso Zu-
féalligkeit und Particularitat sind aber stets an einander gebundenl).
Jedes Urtheil ist also entweder nothwendig und allgemein oder
zuféllig und particular. Im ersteren Falle heildt das Urtheil a
priori2), im zweiten Falle enthélt es eine Erkenntniss a po-
steriori.

Diese Namen beziehen sich auf die verschiedenen Quellen dieser
beiden Arten von Erkenntnissen. Alles menschliche Wissen stammt
nédmlich entweder aus der Erfahrung, oder es ist unabhangig
von aller Erfahrung vor derselben vorgebildet. Alle Er-
fahrung aber tragt den Charakter der Zufélligkeit an sich und be-
zieht sich immer nur auf einzelne Félle. Nothwendigkeit und
Allgemeinheit koénnen also unmdglich einzig aus der Erfahrung
hergeleitet, unmdglich erst a posteriori gewonnen sein; nothwendige
und allgemeine Séatze missen vielmehr schon vor aller Erfahrung,
sie missen a priori feststehen.

Jede wirkliche Erkenntniss wird nun jedenfalls den Charakter
der Nothwendigkeit und Allgemeinheit besitzen missen. Denn wie
konnte etwas Zufélliges und Particulares Inhalt einer Erkenntniss
von irgend welchem Werthe sein? Wahre Erkenntniss muss-also
in Satzen a priori bestehen und wird sich dadurch unterscheiden
von denjenigen Einsichten, fur die erst durch die Erfahrung eine
Biirgschaft gewonnen wird, und die deshalb als Erkenntnisse a
posteriori bezeichnet werden kdénnen.

Zu dem synthetischen Charakter der eigentlichen Erkenntniss-

1) Krit. 2. Ausgabe, p. 697.
2) Krit. p. 17; 2. Ausgabe, p. 697.
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urtheile kommt somit als zweites wesentliches Merkmal die Apriori-
tat ihres Inhalts: Alle wahre Erkenntniss besteht in syn-
thetischen Urtheiien a priori.

Ist ein Satz nicht synthetisch, sondern analytisch, so ist er zwar
sicher nothwendig und allgemein, also ein Urtheil a priori — denn
man kann, ohne sich auf die Erfahrung zu berufen, einen Begriff
zergliedern und ein in demselben enthaltenes Merkmal angeben!)
— aber er enthédlt eine nur selbstverstandliche logische Wahrheit
und keine wirkliche Erkenntniss. Ist umgekehrt ein Satz zwar
synthetisch, aber ein Urtheil a posteriori, so ist er ein einfaches
Wahrnehmungsurtheil?), das ebenfalls keine werthvolle Erkennt-
niss enthélt, deshalb némlich, weil dieselbe nur zuféllig und parti-
cular, nicht aber nothwendig und allgemeingdltig ist.

Das Grundaxiom der analytischen Urtheile (a priori) ist der
Satz vom Widerspruch (vergl. Il.); in einem synthetischen Satze a
posteriori (in einem Wahmehmungsurtheile) geschieht die Ver-
knipfung dés Subjectbegriffes mit der auBerhalb desselben liegen-
den Pradicatvorstellung durch die Erfahrung3); bei den syntheti-
schen Urtheiien a priori dagegen kann diese Synthese sicher nicht
durch die Erfahrung allein zu Stande kommen, weil diese Ver-
knlpfung den Charakter des Nothwendigen und Allgemeinen an
sich tragt, der aus der Erfahrung niemals abgezogen werden kann;
es muss vielmehr die Vernunft an sich die Verbindung der Vor-
stellungen vollziehen und damit dem Inhalte der Erkenntniss eine
Form geben. Dies setzt voraus, dass die Vernunft gewisse form-
gebende Vermdogen besitzt, deren Function es eben ist, Vorstellungen
zu verknupfen. Die Frage: »Wie sind synthetische Urtheile a priori
moglich?« — die als die Grundfrage der gesammten kritischen Philoso-
phie zu betrachten ist (vergl. I.) — wird also ihre Antwort finden,
wenn man diese formgebenden Vermdgen in der menschlichen Ver-
nunft nachweist und den Umfang und die Grenzen derselben durch
sorgfaltige Untersuchung bestimmt.

Abgesehen von den analytischen Urtheiien sind es die Satze
der reinen Mathematik, deren apriorischer Charakter am ehesten

1) Prol. p. 17.
2} Prol. p. 58.
3) Krit. p. 22; 2. Ausgabe p. 700; Prol. p. 28.
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in die Augen falltl). Denn jeder mathematische Satz hat die Eigen-
schaft, dass sein Gegentheil entschieden falsch ist; sein Inhalt ist
also nothwendig; jeder Satz der Mathematik besteht aber auch zu
jeder Zeit und unter allen Umstdnden und besitzt also auch das
charakteristische Merkmal der Allgemeinheit. Damit stimmt es dann
Uberein, dass die Mathematik nicht eine empirische, sondern eine
exacte, eine demonstrative Wissenschaft ist.

IV. Synthetische Urtheile a priori.

Nachdem einmal (bei Kant) der synthetische Charakter aller
Erfahrungsurtheile (vergl. 11.) und die Aprioritat aller mathemati-
schen Satze (vergl. 111.) feststeht, gelangt man auf zwei Wegen
zu synthetischen Urtheilen a priori: einmal, indem man
sich Oberzeugt, dass gewisse Erfahrungsurtheile a priori gltig sind,
und zweitens, indem man zeigt, dass alle eigentlichen Séatze der
Mathematik synthetische Urtheile sind. Gelingt dieser doppelte
Nachweis, so liegt es nahe zu untersuchen, oh es auBer den apri-
orischen Erfahrungsurtheilen und aufer den Satzen der Mathematik
noch weitere (berechtigte oder unberechtigte) synthetische Urtheile
a priori gibt. Dabei wird sich heraussteilen, dass auch alle eigent-
lichen metaphysischen Sétze synthetische Urtheile a priori sind.

Jedes Erfahrungsurtheil ist entstanden .durch die Erfahrung:
es ist daher anfanglich nicht abzusehen, wie ein derartiges Urtheil
gleichzeitig hervorgegangen aus der bloRen Vernunft, d. h. a priori,
sein soll. N&her liegt vielmehr die Einsicht synthetischer Urtheile
a priori von Seiten der reinen Vernunfturtheile, der Beweis also,
dass die mathematischen Satze — deren apriorischer
Charakter feststeht — synthetische Urtheile sind. Zu
diesem Ende prife man die Definitionen und Axiome sowie die
fundamentalen Zahlformeln der Mathematik und sehe zu, ob sich
dieselben als synthetische Urtheile erweisen. Denn dass alle aus
diesen Grundsatzen abgeleiteten Urtheile der Mathematik synthetisch
sind, dafiir bietet schon die Thatsache'Gewahr, dass dieselben Uber-
haupt eines Beweises bediirfen.

lj Krit. p. 19; 2. Ausgabe, p. 698 und 702; Prol. p. 19.
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Ein Grundsatz der reinen Geometrie lautet: »Die gerade
Linie ist der klrzeste Weg zwischen zwei Punkten«. i Ist dieser
Satz synthetisch oder analytisch? Ware er analytisch, so misste
die Vorstellung der kirzesten Entfernung in dem Begriffe der geraden
Linie bereits als nothwendiges Merkmal gedacht werden. Nun mag
ich aber in meiner Zergliederung des Begriffes des Geraden beliebig
weit fortgehen, nie werde ich in demselben den Begriff des Kirzesten
antreffen. Das Urtheil ist vielmehr synthetisch. Es ist ein syn-
thetisches Urtheil a priori. Wie aber kann es geschehen, dass ich
die als verschiedenartig erkannten Begriffe des Geraden und des
Kirzesten derart verbinde, dass ich dieser Verkniipfung Nothwendig-
keit und Allgemeinheit zuschreibe? Eine Verbindung dieser Art
muss, wie wir sahen, in der reinen Vernunft ihren Grund finden,
und zwar ist dasjenige urspringliche Vermdgen der bloRen Ver-
nunft, das in dem vorliegenden Falle die Verknlpfung von Subject
und Pradicat erzeugt, anschaulicher Natur; es ist die reine An-
schauung. Ich muss mir die gerade Verbindungslinie der beiden
Punkte construiren, muss mir also den Begriff der geraden Linie
erst versinnlichen, ihn in Anschauung verwandeln, ehe ich den
fraglichen Grundsatz als wahr erkennen kann. Erst die rdumliche
Construction, erst die Anschauung macht also dieses synthetische
Urtheil a priori moglich?). Genau dasselbe wird fiir diejenigen
beiden Axiome des Euklid gelten, die von rein geometrischem
Charakter sind, also fur den Satz, dass zwei Gerade niemals einen
Raum einschlieRen, sowie fiir seinen 11. Grundsatz, das sogenannte
Parallelenaxiom. Auch sie sind synthetische Urtheile a priori, deren
Synthese durch raumliche Anschauung vollzogen wird.

+ Wie verhalt es sich nun aber weiterhin mit den Zahlformeln
der Arithmetik, wie endlich mit den allgemeinen Regeln
und Axiomen des Zahlen- und Buchstabenrechnens? Ist
nicht beispielsweise die arithmetische Formel 7 + 5 = 123} ein
blo analytischer Satz, zu dem ich durch Zergliederung des Begriffes
einer Summe von Sieben und Finf gelange? Keineswegs. Der
Subjectbegriff enthélt vielmehr nichts weiter als die Forderung, die

1) Krit. 2. Ausg. p. 703; Prol. p. 20.
2) Prol. p. 39.
3) Krit. 2. Ausg. p. 702; Prol. p. 19.
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Zahl 7 und die Zahl 5 in eine Zahl zu vereinigen; welches aber
diese letztere Zahl, welches also das Pradicat ist, dazu kann eine
bloRe Zergliederung des Begriffes 7 + 5 niemals fihren. Das Pra-
dicat ist vielmehr aufzufassen als Ldsung einer Aufgabe, die im
Subjecte formulirt ist. Die Losung einer Aufgabe ist aber in der-
selben niemals als Merkmal enthalten. Die Aufgabe wirde ja dann
einer LOsung gar nicht bedirfen. Der Satz 7 + 5 = 12 ist also
synthetisch ; er ist ein synthetisches Urtheil a priori. Es ist wiederum
die reine Anschauung, durch welche die nothwendige und allgemein-
gultige Verknlpfung von Subject und Pradicat in diesem Urtheile
hergestellt wird. Erst indem ich wenigstens eine der Zahlen 7
und 5 mir anschaulich mache, etwa die 5 durch die funf Finger
der Hand oder durch finf Punkte, kann ich die im Subjecte ge-
forderte Addition wirklich ausfuhren, und zwar so, dass ich zu dem
Begriffe der Sieben die Einheiten der sinnlich dargestellten Funf
nach und nach hinzufiige. Ebenso ist es in allen anderen Zahl-
formeln der Arithmetik jederzeit die reine Anschauung, welche die
in denselben stattfindende Synthese vollzient und es dadurch er-
maoglicht, dass diese arithmetischen Sétze synthetische Urtheile a
priori sind.

Weniger aber wird man zundchst geneigt sein, den allge-
meinen Grundsatzen der Gr6Renlehre (Arithmetik und Al-
gebra) synthetischen Charakter zuzuschreibenl). Istz. B. das Axiom
vorgelegt: »Das Ganze ist groBer als sein Theil« (« + }=>«), s0
wird man nach dem Satze des Widerspruches unmittelbar die Rich-
tigkeit desselben einsehen, und es erscheint also, will man bloR
nach diesem Kriterium gehen, wohl berechtigt, das Urtheil analy-
tisch zu nennen. Man darf aber dabei nicht auler Acht lassen,
dass im Denken des Subjectes a + b das Pradicat + a gar nicht
mitgedacht zu werden braucht. Wenn wir also daran festhalten,
dass ein Urtheil dann analytisch heiBen soll, wenn der Pradicat-
begriff im Subjectbegriffe nothwehdig mitgedacht wird, synthetisch
aber, wenn dies nicht der Fall ist, so dirfen wir uns durch die
Thatsache, dass das genannte Axiom auf dem Satze des Wider-
spruches beruht, nicht irre leiten lassen und missen dasselbe fir.

1) Krit. 2. Ausg. p. 704 ; Prol. p. 20.
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ein synthetisches Urtheil erklaren. Das Gleiche gilt von den ver-
wandten Grundsatzen der allgemeinen GroRenlehre.

Alle diese fundamentalsten Axiome der Mathematik dienen Ubri-
gens, indem sie Aussagen Uber allgemeinste Begriffe enthalten, gleich-
zeitig zur Definition derselben und stehen deshalb in naher Bezie-
hung zu denjenigen Begriffsdefinitionen, deren Einfiihrung
sich im Verlaufe der mathematischen Untersuchung nothig macht.
Diese Begriffsdefinitionen aber kdnnen ebenfalls als synthetische
Urtheile aufgefasst werden, sofern die Zul&ssigkeit derselben erst
erkannt wird, indem man in der Anschauung die definirte VVorstel-
lung nach den in der Definition angegebenen Merkmalen erzeugt,
zusammensetzt, construirt. So erhélt die Definition: »Ein Quadrat
ist eine von vier gleichen Seiten begrenzte ebene Figur, deren
Winkel sammtlich Rechte sind« ihre Berechtigung erst dadurch, dass
man sich in der Anschauung von der Mdglichkeit der Construction
eines ebenen Vierecks mit vier gleichen Seiten und vier rechten
Winkeln (berzeugt. Sofern nun die Mdglichkeit des Quadrates, die
durch die Definition desselben behauptet wird, in dem bloRen Be-
griffe des Quadrates keineswegs nothwendig mitgedacht, sondern
erst durch die Anschauung erkannt werden kann, ist man wohl be-
rechtigt, diese Definition als ein synthetisches Urtheil zu bezeichnen.

Die Constatirung der Thatsache synthetischer Urtheile a priori in
der Mathematik regt dazu an, die Satze der Naturwissenschaft
(die Erfahrungsurtheile) erneut der Untersuchung zu unterwerfen und
nachzusehen, ob denn in der That der empirische Charakter der in
solchen Urtheilen verbundenen Vorstellungen die Aprioritét ihrer Ver-
kniipfung vollstdndig ausschlieft. Es sei beispielsweise der Satz vor-
gelegt: »Alles, was geschieht, hat seine Ursache«!), oder: »In allen
Verdnderungen der korperlichen Welt bleibt die Quantitat der Ma-
terie unverandert«?), oder etwa der weitere: »Bei aller Mittheilung
der Bewegung sind Wirkung und Gegenwirkung einander gleich«?).
Diese Sétze werden als nothwendig gedacht; ihr Gegentheil erklart
man fir unrichtig. Es kommt ihnen ferner strenge Allgemeinheit zu;
man halt sie zu jeder Zeit, an jedem Orte, unter allen Umstanden fir

1) Krit. p. 23.
2) Krit. 2. Ausg. p. 704.
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wahr. Dazu kommt, dass es vollstandig ungereimt ware, diese
Behauptungen einzig auf Erfahrung zu grinden, ihren Ursprung
einzig aus der Erfahrung herzuleiten. Denn die Erfahrung bezieht
sich immer nur auf einzelne Félle, wahrend die genannten Séatze
etwas aussagen von »Allem, was geschieht«, von »der Quantitét
der Materie hei allen Veranderungen der korperlichen Welt« und
von »der Wirkung und Gegenwirkung bei aller Mittheilung der
Bewegung«. Die angegebenen Satze sind also Urtheile a priori,
synthetische Urtheile a priori.

Die Moglichkeit dieser Erfahrungsurtheile a priori kann nur
erklart werden durch Betheiligung gewisser ursprunglicher Be-
griffe des reinen Verstandes (Kategorien), unter denen
von hervorragender Bedeutung ist die Kategorie der Causalitat.

Auch jede metaphysische Erkenntniss (wenn es eine gibt),
sofern sie sich erstreckt auf das Uehersinnliche und' auf das Wesen
der Dinge, muss in synthetischen Urtheilen a priori bestehen ~ Die
Bildung analytischer Urtheile, die blof3e Zergliederung ihrer Begriffe,
kann fir die Metaphysik nur eine vorbereitende, nicht die endgul-
tige Aufgabe sein. Die Metaphysik will vielmehr ihre Begriffe er-
weitern, ihnen etwas hinzufligen, was in ihnen noch nicht enthalten
ist. Dies trifft insbesondere alle Existenzsatze der Metaphysik.
Jedes ihrer Objecte ist ja ein bloRBes Gedankending. Behaupte ich
die Existenz desselben, so gehe ich Uber seinen Begriff hinaus.
Alle eigentlichen metaphysischen Sétze, insbesondere alle Existenz-
satze derselben, sind also synthetische Urtheile, und zwar synthe-
tische Urtheile a priori, denn sie kodnnen sicher nie in der Erfah-
rung ihren Ursprung finden.

Wie nun aber kdnnte die Mdoglichkeit solcher eigentlicher me-
taphysischer Urtheile erklart werden? Da dieselben apriorisch sind,
misste die Verknipfung der in sie eingehenden Begriffe Aufgabe
der reinen Vernunft sein. Der reinen Vemunftvermégen sind aber
zwei: Sinnlichkeit und Verstand. Nichts kann Gegenstand mensch-
licher Erkenntniss sein, das nicht der Sinnlichkeit und dem Ver-
stdnde zuganglich wére. Dies hat aber zur Folge, dass alle unsere
Erkenntniss sich nur beziehen kann auf Erscheinungen, die

1) Krit. 2. Ausg. p. 705; Prol. p. 25.
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nichts anderes sind als unsere subjectiven Vorstellungen. Gegen-
stande der Metaphysik bilden aber nicht die Erscheinungen, son-
dern die Dinge an sich. Damit ist die Mdglichkeit einer Meta-
physik des Uebersinnlichen widerlegt.

1. Kapitel.

Die Kantische Auffassung der mathematischen Urtheile im Gegen-
satze zum Leibniz-Wolffischen Dogmatismus und zum Skepticismus
Hume’s.

Fur das negative Ergebniss der transcendentalen Dialektik, dass
aller Metaphysik im Sinne der dogmatischen Philosophie als Er-
kenntnisswissenschaft jede Berechtigung abgesprochen Werden muss,
erscheint als erster Ausgangspunkt die richtige Einsicht in die wahre
Natur aller wirklichen Erkenntniss. Hierzu aber ist mit der Kanti-
schen Entdeckung, dass die mathematischen Sétze synthetische Ur-
theile seien, der erste Schritt gethan. Dieser Einblick Kant’s in
das innere Wesen aller mathematischen Wahrheiten ist aber noch
in anderer Beziehung von hoher Bedeutung. Er fihrt zu der Ueber-
zeugung, dass es wirkliche und berechtigte Erkenntniss thatsachlich
gibt — denn alle Sédtze der Mathematik enthalten solche wirkliche
und berechtigte Erkenntniss — und beseitigt damit jeden Zweifel
an der Unmdglichkeit menschlichen Wissens. Die Kantische Auf-
deckung des synthetischen Charakters der mathematischen Satze
zerstort also beides: die dogmatische Metaphysik, wie sie zuletzt
vertreten wurde von Leibniz und Wolff, und den Skepticis-
mus David Hume’s. Dogmatische Metaphysik sowohl wie Skep-
ticismus mussen an der These festhalten: Die mathematischen Sétze
sind analytische Urtheile; die Annahme und der weitere Verfolg
der Kantischen Antithese wiirde sie in unausgleichbare Wider-
spriche verwickeln. Erst verhaltnissméaRig spat ist Kant zum deut-
lichen Bewusstsein von der Unbestreitbarkeit dieser Antithese ge-
langtem einem langen Entwicklungsgénge ist dieselbe in ihm
zu voller Klarheit gereift. In Wahrheit hatte er den Boden der
metaphysischen Dogmatik schon geraume Zeit verlassen, ehe er seine
Entdeckung machte. Dieselbe konnte ihn also in seinem Abfall
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vom Dogmatismus héchstens bestarken, nicht aber ihn allererst dazu
fuhren. Wohl aber hatte sie direct eine andere hochwichtige Um-
gestaltung seiner philosophischen Auffassung zur Folge: Sie fihrte
ihn vom Humeschen Skepticismus zu seiner Kritik der reinen
Vernunft.

V. Philosophischer Charakter der Mathematik nach
Leibniz und Wolff.

Bei Leibniz und Wolff héngt die Auffassung der mathema-
tischen Satze eng zusammen mit ihrer allgemeinen-Erkenntnisslehre.
Dieselbe kennt Uberhaupt nur zwei Arten von Erkenntniss-
urtheilen: solche a priori und solche a posteriori, Urtheile
durch Vernunft und Urtheile durch Erfahrungl). Die
einen enthalten nothwendige und allgemeine, die anderen zuféllige
und particulare Wahrheiten. Die ersteren grinden sich auf deut-
liche, die letzteren auf verworrene Vorstellungen oder Ideen);
d. h. die einen beziehen sich auf nur mogliche, auf nur denk-
bare Dinge oder auf Begriffe, deren Merkmale man Uberdenken, im
Geiste prifen kann, die anderen auf wirkliche, in der Natur
gegebene Dinge, auf Vorstellungen also, die eine derartige Priifung
nicht zulassen3). Das oberste Princip der Vernunftwahrheiten ist
der Satz der ldentitat und des Widerspruchesi), als ober-
stes Axiom aller Erfahrungswahrheiten aber muss der Satz des
zureichenden Grundes, das Gesetz der Causalitdt, betrachtet
werden. Denn von allen moglichen Dingen gilt, dass sie mit sich
selbst Ubereinstimmen, dass sie aber auch nur sich selbstgleich sind;
von allen wirklichen Dingen dagegen, dass sie in der Natur ihre
Bedingungen finden missen. Der Satz der Identitat erklart, dass
ein Ding gleichgesetzt werden darf sich selbst, d. h. der Summe
seiner Merkmale. Wenn also ein Urtheil das Gesetz der ldentitét

1) Leibniz, »Nouveaux essais sur I'entendement humain« IV, 2. Ausg. von
Raspe, p. 326; Wolff, »Vernilnftige Gedanken von den Kréaften des mensch-
lichen Verstandes« 111, 11—13, p. 75.

2) Leibniz, Nouv. ess. 1,1, p. 37.

3) Wolff, »Elementa matheseos universae« Bd. I, p. 4, §§ 8—9.

4) Leibniz, »Monadologie« 31—38. Ausg. von Erdmann, p. 707 f.
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als Grundsatz hat, so wird es seinem Subjecte nur ein solches Pra-
dicat heilegen konnen, das schon als wesentliches Merkmal im
Subjectbegriffe enthalten ist. Sofern nun die Urtheile durch Ver-
nunft nur solche Pradicatbegriffe zulassen, die einen Bestandtheil
des Suhjectes ausmachen, die also mit diesem in gewissem Sinne
eins sind, kdnnen sie als identische TJrtheile bezeichnet werden.
Legt man darauf Gewicht, dass diese Urtheile nichts als eine Analyse
des Subjectbegriffes voraussetzen, so wird man sie analytische
Urtheile nennen koénnen. Es werden aber — so behauptet we-
nigstens Leibniz, wéhrend Wolff sogar eine rationalistische Auf-
fassung der Erfahrungswahrheiten seitens der Philosophie fiir mog-
lich héalt, womit dann Ubereinstimmt, dass er den Satz des zurei-
chenden Grundes als einen Specialfall des Satzes vom Widerspruche
ansieht — die Vernunftwahrheiten auch die einzigen sein, die in
solchen analytischen Urtheilen ihren Ausdruck finden kénnen. Heif3en
daher diejenigen Urtheile, die Erfahrungswahrheiten enthalten, zirn
Unterschiede von den durch Vernunft gewonnenen analytischen Ur-
theilen synthetisch, so lasst sich das erlangte Ergebniss so zu-
sammenfassen: Alle Erkenntnisse a priori driicken sich aus
in analytischen Urtheilen, oder nur anders formulirt: Alle
synthetischen Urtheile kdnnen nur Erkenntnisse a po-
steriori enthalten.

Dieses Resultat entscheidet Uber die Stellung, die den mathe-
matischen Satzen angewiesen werden muss. In die Deutlichkeit,
Nothwendigkeit und Allgemeinheit der mathematischen Wahrheiten
kann keinerlei Zweifel gesetzt werden; ihre Begriffe sind ja nicht
blo deutlich, sondern zumeist sogar adaquat, d. h. die Merkmale
derselben sind nicht bloB vollstandig, sondern auch im Einzelnen
klar bezeichnet*). Die mathematischen Satze enthalten also
Erkenntnisse a priori, sie sind analytische (identische)
U rtheile.

Als Aufgabe der Mathematik erscheint so die Erlauterung und
die Analyse der Figuren und der GroRen; die Figuren werden gleich
ihren Merkmalen und Elementen, die GréRen gleich ihren Theilen
gesetzt.

1) Wolff, Elem. matli. Bd. I, p. 4, .8§ 10 und 13.



614 Wilibald Reichardt.

Wenn man von den mathematischen Vorstellungen sagt, sie
seien deutlich und adaquat, so kann dies freilich nur Geltung
haben von den eigentlichen mathematischen Begriffen,
d. h. von denjenigen ldeen, die Eigenthum ausschlielich der Ver-
nunft sind, und die wir als unserem Geiste angeboren, als Natur-
anlage desselben, als urspriingliche, zundchst allerdings nur in vir-
tueller Form vorhandene Vorstellung ansehen mussend).2 ANicht aber
kann den sinnlichen Bildern, die wir uns von den Gegenstanden
der Mathematik machen, der Charakter der Deutlichkeit zuge-
schrieben werden. Diese sind vielmehr verworren, wie alles, dessen
Ursprung in den Sinnen liegt. Was mir zur Gewinnung mathema-
tischer Satze Uber das regelmélige Neuneck, Zehneck, Tausendeck
verhilft, sind nicht die sinnlichen Bilder dieser Figuren, sondern
die deutlichen Begriffe, die sich in Gestalt angeborener Ideen in
meinem Geiste praformirt vorfinden. Ebenso muss der Begriff »99«
von der sinnlichen Vorstellung »99 Pfunde« wohl unterschieden
werden, wie Uberhaupt die Zahl von den gezéhlten Objecten?). Die
Figuren und die gezadhlten Objecte, wie sie Gegenstdnde unserer
Sinne sind, geben nur die Gelegenheit, dass wir uns urspringlich
in uns liegender Begriffe bewusst werden3). Nicht also die sinn-
lichen Bilder und Vorstellungen, die wir uns von den Gegenstanden
der'Mathematik bilden kdnnen, sondern die in unseremGeiste
von Anfang her als Naturanlagé ruhenden Begriffe er-
mdoglichen es, dass sich die Mathematik ausschlieBlich in analy-
tischen Urtheilen bewegt. Wduirde sich die Mathematik auf die
sinnlichen Bilder und Vorstellungen berufen und stiitzen, so wiirde
ihr der Charakter der Deutlichkeit verloren gehen. Darum darf
man der Versuchung, die namentlich in der Geometrie nahe liegt,
die sinnlichen Bilder, die anschaulichen Figuren als Ausgangspunkt
der Untersuchung zu nehmen, keinesfalls Folge leistend). Denn man
gelangt alsdann zu einer empirischen Geometrie, wie es diejenige
der Egypter thatsachlich war5). Die Figuren der Geometrie haben

1) Leibniz, Nouv. ess. 1,1, p. 33.

2) Leibniz, Nouv. ess. 11,29, p. 219—220.
3) Leibniz, Nouv. ess. 1,1, p. 30.

4) Leibniz, Nouv. ess. 1V, 1, p. 3256—326.
5) Leibniz, Nouv. ess. 1V, 12, p. 419.
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vielmehr nur den Zweck, die Einsicht in das zu Beweisende zu
erleichtern und die Aufmerksamkeit zu fixirenl); es ist aber nicht
bloR mdglich, sondern sogar nutzlich, auf die Benutzung gezeich-
neter geometrischer Figuren Uberhaupt vollstandig Verzicht zu leisten?)
und rein begrifflich, nur gestitzt auf den Verstand, die geometri-
schen Einsichten zu gewinnen.

Alle mathematischen Satze beruhen auf ihrer durch rein logi-
sche Operationen vermittelten Herleitung aus Definitionen und
Axiomen3). Sollen also die eigentlichen mathematischen Séatze
analytische Urtheile sein, so muss dasselbe zunéchst von den Defi-
nitionen und Axiomen gelten. In der That sind dieselben analy-
tische oder identische Satze im reinsten Sinne; hier
enthalt das Prédicat thatséchlich nur ein solches Merkmal, das noth-
wendig zum Wesen des Subjectbegriffes gehért. Den Definitionen
wird niemand diesen Charakter absprechen; und dieselbe Auffassung
wird man von den Grundsitzen gewinnen, sobald man dieselben
auf die primitivsten Axiome zurickgefihrt hat; denn diese letzten
unbeweisbaren Wahrheiten sind unmittelbar (intuitiv) gewiss und
sicher identische Urtheiled)5 keineswegs aber erst durch Induction
aus Beispielen gewonnen oder durch Vermittelung der sinnlichen
Anschauungt). Aus diesem Grunde kann den Versuchen, die Tha-
ies, Proclus, Apollonius und in neuerer Zeit Boberval ge-
macht haben, die Axiome Euklids zu beweisen, d. h. sie auf De-
finitionen und primitive identische Grundsatze zuriickzufihren, die
Berechtigung nicht abgesprochen werdenf). Leibniz selbst ver-
sucht, die Grundlagen der Mathematik im Allgemeinen und der
Euklidischen Geometrie im Besonderen in diesem Sinne weiter
auszubauen und zu befestigen?). Allerdings ist nach Leibniz

1) Leibniz, Nouv. ess. 1V, 1, p. 325—326.

2) Wolff, Briefwechsel zwischen Leibniz und Wolff, herausgeg. von Ger-
hardt, Halle 1866, p. 41.

3) Wolff, Elem. math. Bd. I, p. 10, §. 45.

4) Leibniz, Nouv. ess. IV, 7, p. 372—373; Wolff, Elem. math. Bd. I,
p. 7, 88. 30, 31, 33.

5) Leibniz, Nouv. ess. IV, 12, p. 416, 418—419; Wolff, Elem. math.
Bd. I, p. 7, § 34.

6) Leibniz, Nouv. ess. I, 1, p. 30; 1,3, p. 64; IV, 7, p. 372

7) Leibniz, »Initia rerum mathematicarum metaphysica», »Initia mathema-
tical »Specimen geometriae luciferae«; Math. Schriften, herausgeg. von Ger-
hardt, Bd. VII, p. 17—28; 29—49; 260—299.

Wundt, PMlos. Studien. IV. 40
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Meinung diese Zuriickfihrung der mathematischen Axiome auf
Definitionen nnd identische Grundsatze eine keineswegs leichte Auf-
gabe, und namentlich stellen sich dem Beweise der rein geometri-
schen Grundséatze auRerordentliche Schwierigkeiten entgegent). Da-
mit stimmt es Uberein, wenn Leibniz behauptet, die geometrischen
Wabhrheiten stdnden den Thatsachen der Arithmetik und Algebra
an Deutlichkeit, Nothwendigkeit und Allgemeinheit nach, und es
verdienten daher diese letztgenannten Theile der Mathematik vor der
Geometrie den hervorragenden Platz).

Besondere Beachtung widmet Leibniz ebenso wie Kant den
unmittelbaren Specialisirungen der Axiome, insbesondere
den primitiven Zahlformeln. Der Satz: 2 + 1 = 3 ist ein identi-
sches Urtheil, denn er enthdlt im Grunde genommen nichts weiter
als die Definition der Zahl 334 Ebenso ist es auch ein analytisches
Urtheil, wenn ich sage 2 + 2 = 4; denn dieser Satz folgt auf rein
logischem Wege aus 'den Definitionen der Zahlen 2, 3 und 4 und
aus dem primitiven identischen Axiome: Gleiches fur Gleiches ge-
setzt, gibt Gleichess).

Die Leibniz-Wolff’sche Lehre von der Natur der mathe-
matischen Urtheile l&sst sich kurz so resumiren: Die mathematischen
Ideen, wie sie den urspriinglichen Besitzstand unseres Geistes bil-
den, sind rein begrifflicher Natur; die mathematischen Satze ent-
stehen durch Auflésung, durch Analyse dieser Begriffe, sie sind also
sammtlich analytische Urtheile. Dieser Auffassung wird das Fun-
dament genommen, sobald die anschauliche Natur der mathema-
tischen ldeen erkannt ist: dies aber geschieht in der Kantisgchen
Vernunftkritik.

.y:—-F (B buif
VI. Hume’s Lehre von den Satzen der Mathematik.

In einem Punkte stimmen hinsichtlich ihrer philosophischen
Auffassung der Mathematik Leibniz und Wolff mit derKanti-

1) Leibniz, Nouv. ess. 1V, 2, p. 334; 1V, 7, p. 380; 1V, 12, p. 419—420.

2) Leibniz, »De resolutionibus aequationum« etc., »De constructione«, Math.
Schriften, herausgeg. von Gerhardt, Bd. VII, p. 151 und 249.

3) Leibniz, Nouv. ess. I, 1, p. 38.

4) Leibniz, Nouv. ess. 1V,7, p. 379.
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sehen Lehre Uberein: sie schreiben wie Kant den mathematischen
Ideen in unserem Geiste reale Existenz zu und griinden auf diese
Ansicht die Evidenz und die Allgemeinglltigkeit der mathemati-
schen Satze; sie vertreten also ebenso wie Kant den Standpunkt
eines mathematischen Realismusi). Der Nominalismus in der Ma-
thematik betrachtet im Gegensatze hierzu jene ldeen als erst ent-
standen aus empirischen Elementen, und zwar vermittelst willkir-
licher Processe, so dass Abweichungen dieser Vorstellungen von den
Erfahrungsobjecten als nicht ausgeschlossen erscheinen. Eine der-
artige nominalistische Auffassung der Mathematik bietet sich uns dar
in der Philosophie DavidHume’s. Wenn auch Hume schliefilich
mit Leibniz zu dem Resultate gelangt, dass alle mathematischen
Satze analytische Urtheile sind, so muss sich also doch seine Be-
grindung dieses Resultates streng unterscheiden von dem Wege, auf
dem Leibniz (und Wolff) zu demselben gelangt.

Alle Urtheile, die wir bilden, lehrt Hume, kommen zu Stande
durch Verbindung der ldeen, jener Vorstellungen von geringer
Intensitat, die sich in uns durch Zurlickerinnerung an vorangegan-
gene lebhafte Impre ssionen, also an directe &uBere oder innere
Wahrnehmungen bilden2). Je nach der Beziehung, in der die zum
Urtheil verbundenen ldeen zu einander stehen, zerfallen alle
Satze in zwei Classend). Diese Verbindung kann sich namlich
einmal vollstandig begriinden in den lIdeen selbst, die verknupft
werden, oder sie ist von diesen Ideen an sich véllig unabhéngig
und kann sich andern, ohne dass die Ideen einen Wechsel erfahren.
Im ersteren Falle vollzieht sich diese Verknlpfung in uns
selbst, in unserer Vernunft, und ist also ein Product unserer
Willkiir; im letzteren Falle ist sie uns in der Wahrnehmung als
Verbindung von Impressionen gegeben und wird in unserem
Geiste nur reproducirt. Die Urtheile der ersteren Art werden
durch die bloRBe Denkthatigkeit gebildet, unabhangig davon, was
als Thatsache existirt; die Urtheile der zweiten Gruppe dagegen
sagen aus, wie irgend zwei Thatsachen, zwei empirische Dinge oder

1) Wundt, »Logik« Bd. Il, p. 85.

2) Hume, »Treatise of human nature». London 1739. Bd. I, p. 11 und 26;
»Essays and treatises on several subjects«. Basel 1793. Bd. HI, p. 16 und 22.

3) Hume, Hum. nat. Bd. I, p. 125; Ess. and treat. Bd. I, p. 24.

40*
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Ereignisse, in Verbindung oder Beziehung stehen. Die Sétze der
ersten Classe wird man also in gewissem Sinne Urtheile a priori,
die der zweiten Classe Urtheile a posteriori nennen konnen.
Die einen werden VVernunftwahrheiten, die anderen “hat-
sachliche Wahrheiten enthalten.

Welcher Art aber wird die Thatigkeit der Vernunft sein miissen,
wenn sie lIdeen verkniipfen und dabei doch nicht Uber diese Ideen
hinausgehen soll? lhre Function wird nur darin bestehen kdnnen,
die ldeen durch Zergliederung in ihre Merkmale aufzulésen, sie
2,u analysiren. Ein Urtheil durch Vernunft wird also daran
kenntlich sein, dass die eine der in ihm verknilpften Ideen einen
wesentlichen Bestandteil der anderen ausmacht; denn sonst kénnte
der Satz unmdglich allein durch Vernunft eingesehen werden. Setzt
ferner das Urtheil wirklich nur auseinander, was in einer gegebenen
Idee enthalten ist, so muss in ihm die Verkniipfung von Subject
und Pradicat mit logischer Nothwendigkeit erfolgen, und
seinem Inhalt wird demnach demonstrative Gewissheit zukommen.
Diese logische Nothwendigkeit beruht auf dem Satze der Iden-
titat und des Widerspruches: Kehrt man eine Vernunftwahr-
heit um in ihr Gegentheil, so wird dasselbe als unmdglich, als un-
denkbar erkannt. Das Gegentheil einer thatsachlichen Wahrheit
dagegen bleibt noch immer denkbar, sie findet also in dem Satze
der ldentitat und des Widerspruches keine gentigende Begriindung ;
schreibt man ihr dennoch Nothwendigkeit zu, so ist dies nicht auf
Vernunfteinsicht, sondern auf die regelmanige Wiederkehr der
Verknupfung der ndmlichen VVorstellungen zuriickzufiihren,
vermoge deren wir uns gewdhnen, mit der einen ldee immer gleich-
zeitig eine andere zu setzen, und so diese beiden Ideen als durch
Causalitat verblnden aufzufassen. Eine solche thatsédchliche Wahr-
heit spricht sich also in einem Urtheile aus, bei dessen Bildung Motive
sich geltend machen, die nicht in den verknupften Ideen allein ihre
Quelle finden. Uebersetzt man also die Lehre Hum e’s in die Sprache
Kant's, so wird sie lauten: Alle Urtheile, die Vemunftwahrheiten
enthalten, sind analytisch, alle Urtheile dagegen, die sich auf that-
sdachliche Wahrheiten beziehen, synthetisch. Hume gelangt also
wie Leibniz zu der Ansicht, dass es nur zwei Arten von
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Urtheilen gibt: Analytische Urtheile a priori und synthe-
tische Urtheile a posteriori.

Ist einmal diese Unterscheidung getroffen, so kann es nicht
lange zweifelhaft sein, welcher der beiden Classen die mathema-
tischen Urtheile zuzurechnen sind. Die. Satze der Mathematik
erfreuen sich ebenso wie die rein logischen Axiome intuitiver oder
demonstrativer Gewissheit und verdanken der Thatigkeit der bloRen
Vernunft, keineswegs aber der geistigen Reproduction eines empi-
risch gegebenen Thatbestandes ihre Entstehung. Der Satz, dass das
.Quadrat Uber der Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks gleich
ist der Summe der Quadrate Uber den beiden Katheten, wiirde
immer seine Nothwendigkeit und Evidenz beibehalten, auch wenn
es in Wirklichkeit nirgendwo ein rechtwinkeliges Dreieck oder ein
Quadrat gabel). Alle Satze der Mathematik sind also ana-
lytische Urtheile)).

Wodurch aber kommt diese demonstrative Gewissheit, diese
Evidenz der mathematischen Satze zu Stande? Wie ist es mdglich,
dass die mathematischen Wahrheiten durch reine Geistesthatigkeit
gewonnen werden kdnnen? Einzig dadurch, dass die mathema-
tischen ldeen bis zu einem gewissen Grade ein Product
sind unserer Willkur, unserer willkurlichen Construction. Frei-
lich nur bis zu einem gewissen Grade; denn auch die Thétigkeit
des Geistes ist nicht vollig frei von empirischen Motiven ; sie kann
immer nur darin bestehen, das uns durch die Sinne und die Er-
fahrung gelieferte Material zu verbinden, umzuformen, zu erweitern
und einzuschrankend). Empirischer Natur sind nun aber
bei den mathematischen ldeen nur die Elemente: Die
mathematischen Punkte sind zugleich physische Punkte; sie sind
die letzten untheilbaren Bestandteile, zu denen eine Analyse un-
serer Wahrnehmungen fihren kannd). Aus diesen letzten Ele-
menten, aus diesen sicht- und fuhlbaren Punkten, werden nun aber
die mathematischen Ideen durch willkirliche Erzeugung gewonnens).

1) Hume, Ess. and treat. Bd. Ill, p. 24.

2) Yergl. Kant, Prol. Bd. IlI, p. 24.

3) Hume, Ess. and treat. Bd. Ill, p. 17.

4) Hume, Hum. nat. Bd. I, p. 73—74; Ess. and treat. Bd. Ill, p. 438,

Note O.
5) Hume, Hum. nat. Bd. I, p. 80 ff.
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So construirt unsere Vernunft durch wiederholte Setzung eines
Punktes irgend eine Zahl und durch stetige Aneinanderreihung
von Punkten geometrische Curven, Flachen und Korper. Die mathe-
matischen Vorstellungen sind daher keineswegs genereller oder
abstracter Art, sondern immer particular. Die Vorstellung eines
allgemeinen Dreiecks kann nie zu Stande kommen, denn di« Con-
struction in unserem Geiste, vermdge deren die Dreiecksvorstellung
allererst erzeugt wird, muss- stets ein Dreieck mit bestimmten Seiten-
langen, stets ein festes, concretes Dreieck hervorbringenl).

Dies ist dann die Summa der Hume’sehen Lehre von den
Satzen der Mathematik: Die mathematischen Ideen entstehen durch
willkirliche Wiederholung und Aneinanderfigung letzter (empi-
rischer) Elemente oder Punkte. Diese bei ihre* Erzeugung herr-
schende Willkir sichert ihnen diejenige Deutlichkeit und Constanz,
die fUr die Evidenz der sich auf sie beziehenden Urtheile uner-
lasslich ist. Indem die Vernunft diese mathematischen Vorstellungen
auflost und ihre Merkmale auseinandersetzt, entstehen die mathe-
matischen Séatze, dieselben sind also analytische Urtheile. Diese
Lehre wird unhaltbar, sobald man das bei der Erzeugung der mathe-
matischen Ideen auftretende willkiirliche Moment leugnet und im
Gegentheil dazu die Construction derselben als wesentlich bedingt
und geleitet durch ein unserem Geiste innewohnendes urspring-
liches Erkenntnissvermdgen ansieht. Zu dieser Auffassung aber
gelangt Kant in seiner Kritik der reinen Vernunft.

VIl. Entwicklungsgang der Kantischen Lehre von den
synthetischen Urtheilen apriori, insbesondere von den-
jenigen der Mathematik?).

Die Kantische Lehre von den synthetischen Urtheilen a priori
und die sich daran knupfende Auffassung der Mathematik entsteht
erst nach und nach und in stetiger Stufenfolge wie die gesammte
kritische Philosophie; und ihr Entwicklungsgang steht in inniger
Wechselbeziehung mit der Ausbildung der Vernunftkritik. Drei

1) Hume, Hum. nat. Bd. I, p. 130—131. 1)
2) Vergl. hierzu Kuno Fischer, »Geschichte der neueren Philosophie«Bd. I11.
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Hauptperioden lassen sich in der Kantischen Philosophie Uber-
haupt unterscheiden, und drei Hauptstadien in der Auffassung
der Urtheilsfunctionen gehen diesen Perioden parallel, beeinflussen
dieselben und werden selbst durch sie bestimmt und geleitet. So
lange Kant noch auf dem Boden der Wolffischen Schul-
philosophie steht, erklart er alle wahren Erkenntnissurtheile fiir
analytisch. Seine dann erfolgende Annédherung'an die englische
Erfahrungsphilosophie und insonderheit an Hume fihrt ihn
dazu, aus der Gesammtheit dieser zuerst als analytisch bezeichneten
Erkenntnissurtheile insbesondere eine wichtige Classe, die Urtheile
durch Causalitat, als synthetisch auszuscheiden. Den Uebergang
zu seiner kritischen Philosophie endlich vermittelt die Ent-
deckung synthetischer Urtheile a priori, zundchst auf dem Gebiete
der reinen Mathematik und danach in dem Bezirke der reinen
Naturwissenschaft.

Der dogmatischen Periode der Kantischen Philosophie ge-
hort nur eine einzige Abhandlung an, die Fragen der Erkenntniss-
theorie zum eigentlichen Gegenstande der Untersuchung nimmt.
Es ist dies die Habilitationsschrift vom Jahre 1755%). Ueberall, so
lehrt hier Kant, wo ein Subject mit einem Préadicate zu einem
Urtheile verbunden wird, existirt fir diese Verknlpfung ein be-
stimmender Grund (ratio determinans), dessen charakteristisches
Merkmal ist, dass er das Gegentheil des Urtheils ausschlielt. Die
Folge kann nicht mehr in sich fassen, als was im Grunde bereits
enthalten istd). Das Verhaltniss von Grund und Folge erklart sich
also jederzeit durch den Satz der Identitat und des Widerspruches.
Durch sorgfaltige Zergliederung des Grundes gelangt man ohne
Weiteres zu der Folge, durch genaue Analyse der Begriffe zu allen
Erkenntnissen. Deshalb besteht alles Erkennen in analy-
tischen Urtheilen.

Diese Auffassung erfahrt eine wesentliche Umgestaltung in drei
oder vier Schriften, in denen sich Kant merklich der Humeschen
Lehre néhert. In der Abhandlung Uber »die falsche Spitzfindig-

1) »Principiorum primorum cognitionis metaphysicae nova dilucidatio«. Ausg.
von Rosenkranz und Schubert Bd. I, p. 3.
2) Prine. etc. Bd. I, p. 9—10 u. 3L
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keit der vier syHogistischen Figuren«l) vom Jahre 1762 gelangt er
zu der Einsicht, dass alles logische Erkennen in Analytischen Ur-
theilen bestehe, dass es aber eben deshalb im Grunde genommen
unserem Wissen etwas Neués nicht hinzufiigen kénne2). Jedes
logische Urtheil begriindet sich in einem urspringlichen Vermdgen,
dem Verstand (der Vernunft), dessen Function darin besteht, den
Unterschied der Dinge zu erkennen. Diesem logischen Erkennt-
nisvermogen steht die Sinnlichkeit als der Art nach verschieden
gegeniber: Die Sinne haben nur das Vermogen, die Dinge von
einander zu unterscheiden; das Erkennen dieses Unterschiedes aber
ist erst Sache der Vernunft3). Zu der eigentlichen Einsicht der
Thatsache synthetischer Erkenntnissurtheile gelangt
Kant erst ein Jahr spater in seiner Schrift Uber »den einzig mog-
lichen Beweisgrund zu einer Demonstration des Daseins Gottes«4)5
in dem »Versuch, den Begriff der negativen GroRen in die Welt-
weisheit einzufiihren«6) und endlich in der »Untersuchung uber die
Deutlichkeit der Grundséatze der natlrlichen Theologie und Moralé/.
In der ersten dieser Schriften erkennt Kant, dass die Existenz nie
logisches Merkmal eines Subjectes sein kdnne, dass also Existenzial-
satze niemals bloR analytische Urtheile seien?). Die zweite Ab-
handlung unterscheidet den logischen Grund streng von dem Real-
grunde, der Causalitat. Der logische Grund begreift sich ohne
Weiteres mittelst des Satzes der Identitat und des Widerspruches ;
hinsichtlich des Realgrundes aber drangt sich die Frage auf: Wie
soll ich es verstehen, dass, weil Etwas ist, etwas Anderes sei?f)
In der dritten Untersuchung endlich findet sich der erste Hinweis
auf die synthetische Erzeugungsweise der mathematischen Begriffe,
die ermdglicht wird durch deren anschauliche Naturd). Die erste

1) Bd. 1, p. 57.
2) Bd. I, p. 68—70; vergl. aber auch Cohen, »Die systematischen Begriffe
in Kant’s vorkritischen Schriften etc.» Berlin 1873, p. 16 ff.
3) Bd. N 72.
163.
115.
7.
171—172.
157—160.
79—82.

4 B
5) Bd.
6) Bd.
7) Bd.
) B
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8
9) B
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der genannten Schriften leugnet die Moglichkeit der bisher tblichen
Form ontologischer Beweisfuhrungen, die zweite enthalt die Fassung
des Humeschen Problems; die letzte tradgt den ersten Keim zur
Kantischen Ldsung desselben in sich. Einen deutlicheren Aus-
druck noch findet die Betonung der Mdglichkeit synthetischer Er-
kenntnissurtheile in Kant’s Abhandlung vom Jahre 1766: »Trdume
eines Geistersehers, erldutert durch Traume der Metaphysik«*): und
hier ist es auch, wo Kant dem Humeschen Skepticismus am
nachsten steht. Alle reale Erkenntniss, so lehrt hier Kant, fliefit
aus der Erfahrung, alle Erfahrung beruht auf Causalitit, Causalitat
aber kann durch bloRe Vernunft nicht begriffen werden. Alle
reale Erkenntniss ist also enthalten in synthetischen
Urtheilen. Was speciell die Auffassung der wissenschaftlichen
Natur der Mathematik angeht, so erfahren die in der oben ge-
nannten Schrift ber »die Deutlichkeit der Grundsédtze« etc. ge-
wonnenen Einsichten weitere Ausbildung und Vertiefung in der
Schrift Gber den Raum), die bereits hart an der Grenze der vor-
kritischen Periode der Kantischen Philosophie steht und den Ueb.er-
gang zu seiner Vernunftkritik vermittelt. Wenn alle geometrischen
Begriffe anschaulich sind und in der rdumlichen Anschauung ihre
Entstehung und ihren Grund finden, so muss der Raum selbst an-
schaulicher, und zwar fundamentaler, urspriinglicher Art sein. Weiter
aber lehrt Kant in dieser letzten vorkritischen Abhandlung, der
Raum sei nicht selbst bloRe Anschauung, sondern er sei Gegen-
stand einer duferen Anschauung, und es komme ihm also eine
eigene Realitdt zu. Dies ist der Punkt, in dem sich diese Schrift
noch vom Kiriticismus unterscheidet. Sobald dem als urspriinglich
und anschaulich aufgefassten Raume Idealitat statt Realitdt zuge-
sprochen wird, ist der Uebergang zur kritischen Philosophie
vollendet.

Der thatsachliche Vollzug dieses Schrittes wird herbeigefihrt
durch das sich geltend machende Bedirfniss, den apriorischen
Charakter der mathematischen Sétze — der doch vollstandig ein-
leuchtend und augenféllig scheint — zu erkléren und zu stitzen.

1) Bd. VII, p. 33.
2) »Von dem ersten Grunde des Unterschiedes der Gegenden im Raume«

(1768), Bd. V, p. 29.
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Welche andere Kaumauffassung schiene wohl auch zuldssig, wenn
man die Urtheile der Mathematik fir synthetisch erklart und gleich-
wohl an ihrem apriorischen Charakter festhalt? Erst nachtraglich
jedenfalls findet Kant sein zweites Argument fir die Idealitat oder
Aprioritat des Kaumes, dass namlich die Vorstellungen raumlicher
Objecte die allgemeine Vorstellung des Raumes als Bedingungen
voraussetzen. — Nachdem durch die neugewonnene Auffassung der
Natur des Kaumes und der damit sich gleichzeitig ausbildenden
neuen Lehre von der Zeit der synthetische und apriorische
Charakter der mathematischen Satze Erklarung und Be-
grindung gefunden hat, ist der Skepticismus, zu dem sich Kant
in entschiedener Uebereinstimmung mit Hume bekannt hatte, von
Grund aus zerstort. Sind die Satze der Mathematik synthetische
Urtheile a priori, so heif3t das, es gibt wirkliche Erkenntniss durch
reine Vernunft, und eben dies leugnet die Skepsis Hume’s, eben
dies hat auch Kant eine Zeit lang in Zweifel gezogen. Kant
selbst hat zu wiederholten Malen die Erklarung abgegeben, dass es
die Entdeckung der synthetischen Urtheile a priori der Mathematik
gewesen sei, die ihn veranlasst habe, dem Humeschen Skepticis-
mus far immer den Ricken zu kehren, und dass Hume selbst
niemals zu seinem Zweifel an der Mdglichkeit wirklicher Erkennt-
niss durch reine Vernunft gelangt wére, wenn er die Satze der
Matheniatik nicht fir analytisch gehalten und deshalb von vorn-
herein von seiner Untersuchung ausgeschlossen hattel).

Von der Begrindung der transcendentalen Aesthetik bis zu
der volistandigen kritischen Aufldsung des Humeschen Problems
war aber noch ein weiter Schritt. Ueher ein Decennium verging
seit der Auffindung synthetischer Urtheile a priori in dem Gebiete
der Mathematik; ehe Kant ebensolche Vemunfterkenntnisse, deren
Gegenstiande aber empirischer Natur sind, entdeckte und ihre Még-
lichkeit begriindete: Seine Inauguralschrift vom Jahre 17702 ent-
halt bereits die erste Darstellung der transcendentalen Aesthetik ;
ihr folgt erst im Jahre 1781 die erste Veroffentlichung der tran-
scendentalen Analytik in der »Kritik der reinen Vémunft«.

1) Krit. Bd. n, p. 706; Prol. Bd. I1l, p. 24.
2) »De mundi sensibilis atque intelligibilis forma et principiis« Bd. I, p. 303.
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, 1. Kapitel.

Beurtheilung der Kantisehen Lehre von den synthetischen Urtheilen
a priori der Mathematik vom Standpunkte der neueren Erkenntnis-
theorie.

Es erklart sich leicht, dass eine Lehre von so weitgehender
philosophischer Bedeutung, wie die Kantische Behauptung des syn-
thetischen und apriorischen Charakters der mathematischen Satze, in
der nachkantischen Philosophie Gegenstand einer eingehenden und
sorgféltigen Beurtheilung werden musste. Diese Kritik ging natur-
gemall nach zwei verschiedenen Richtungen: Einmal mussten die
Argumente geprift werden, mit denen Kant seine Behauptung, die
Mathematik bestehe aus synthetischen Urtheilen, stitzt und
rechtfertigt; auBerdem aber wurde die Kantische Lehre des apriori-
schen Charakters der mathematischen Sétze der Gegenstand leb-
hafter und strenger Kritik. Die erstere Untersuchung gelangt zu
Einwirfen gegen die Kantische Lehre, die allerdings zumeist seine
Unterscheidung analytischer und synthetischer Urtheile im Allge-
meinen und damit erst indirect seine Behauptung der synthetischen
Natur der mathematischen Urtheile treffen. Was weiter die Aprioritat
der mathematischen Satze angeht, so sind zahlreiche und gewichtige Be-
weisgriinde gegen dieselbe oder doch gegen die Kantische Begriin-
dung derselben ins Feld gefihrt worden. In der Hauptsache vereinigen
sich die Gegner dieser Lehre Kant’s in der Auffassung, dass die
fundamentalen Begriffe und jdie Grundsatze der Mathematik nicht
aus blofRen Constructionen innerhalb eines ursprunglichen Anschau-
ungsvermoégens herzuleiten, sondern auf Inductionen zuriickzufiihren
seien, mit denen sich ein Ahstractionsverfahren verbindet!). Inner-

1) Es soll hier unterbleiben, ausfiihrlich die Einwirfe zu besprechen, die
von Seiten der Mathematik selbst (vergl. Riemann, »Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen«, Habilitationsschrift 1854, Abhandl. der
Kgl. Gesellsch. der Wissensch. Bd. XIII, oder Gesammelte Werke, herausgeg.
von H. Weber, p. 254; und Helmholtz, »Ueber den Ursprung und die Be-
deutung der geometrischen Axiome«, Populdre wissenschaftliche Vortrage IH,
p. 21) gegen ihre aprioristische Natur erhoben worden sind; es mag vielmehr
genligen, auf die Widerlegung dieser Einwirfe bei Wundt (»Logik« Bd. I,
p. 445 ff) und Lasswitz (»Die Lehre Kant’s von der Idealitdt des Raumes und
der Zeit etc.« Berlin 1883, p. 141 ff) hinzuweisen.
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halb dieser Auffassung aber gehen die Lehren gegen das Kantische
Apriori der mathematischen Urtheile und gegen die Begriindung
desselben in bedeutsamen Punkten auseinander. So behauptet John
Stuart Mill die vollstdindige Uebereinstimmung der mathemati-
schen Induction und Abstraction mit dem auf physikalischem Ge-
biete gebrauchlichen Inductions- und Abstractionsverfahren und ge-
langt so zu der Auffassung der Mathematik als einer blof} empirischen
Wissenschaft. Demgegeniiber betont Wilhelm Wundt den cha-
rakteristischen Unterschied der Methode, der sich bei der Gewin-
nung fundamentaler mathematischer und physikalischer Sétze geltend
macht, und wahrt auf Grund dieser Darlegungen den mathemati-
schen Satzen eine Aprioritdt, deren Ursprung allerdings wesentlich
anders gedacht werden muss als die Entstehung des Kan tischen
Apriori.

VIIl. Einwendungen gegen die Kantische Behauptung
der synthetischen Natur mathematischer Urtheile.

Gegen die Kantische Unterscheidung analytischer und syn-
thetischer Urtheile hat Schleiermacher in seiner »Dialektik«l)
geltend gemacht, dass an diesem Unterschiede nicht festgehalten
werden konne, weil er nur relativer und flieRender Art sei.
Diese Behauptung begrtindet er durch den Hinweis auf die Entwick-
lungsfahigkeit der Begriffe. Je weiter diese Entwicklung
fortschreitet, je vollkommener also ein Begriff wird, eine desto gros-
sere Anzahl von Urtheilen, die diesen Begriff zum Subjecte haben,
wird analytischer Natur sein. So ist der Satz von der Winkel-
summe im Dreieck nur so lange ein synthetischer Satz, als die Be-
hauptung desselben noch nicht in den Begriff eines Dreiecks mit
aufgenommen ist, also nur auf der untersten Stufe mathematischer
Einsicht. Sobald man dieses Stadium der Unvollkommenheit ver-
lassen hat, sobald man sich also beim Begriffe eines Dreiecks stets
der GroRRe seiner Winkelsumme bewusst wird, oder doch durch
Analyse des vervollkommnten Begriffes bewusst werden kann, hort

1) Schleiermacher, Sammtl. Werke, Bd. IV, Abtheil. 2, p. 838—89,
264 u. 563. '
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der Satz, der diese Eigenschaft zum Ausdruck'bringt, auf, synthe-
tisch zu sein; er wird vielmehr zum analytischen Urtheile. Schleier-
macher verfolgt diese seine Auffassung, der Unterschied analyti-
scher und synthetischer Urtheile sei nur relativ, nach beiden Rich-
tungen hin bis zu ihren duflersten Consequenzen: Nach seinen
Ausfiihrungen befindet sich jeder Begriff urspriinglich m einem sol-
chen Stadium, dass es in Bezug auf denselben keine rein analyti-
schen Urtheile gibt. So wird urspriinglich in dem Begriffe »Mensch«
das Pradicat »sterblich« noch nicht mit gesetzt gewesen sein. Um-
gekehrt ist es denkbar, dass jeder Begriff schlielich eine Stufe der
Vollkommenheit erreicht, auf der sich in dem Begriffe sogar das »Zu-
fallige seiner Mdglichkeit und seinem Umfange nach « enthalten findet.
Wenn dieses ideale Stadium der Erkenntniss erreicht ist, werden
daher rein synthetische Urtheile nicht mehr mdéglich sein.

L&sst man es dahingestellt, inwieweit diese letzten Folgerungen
Schleiermacher’s berechtigt sind, so scheint doch schon der Hin-
weis auf die thatsachlich stattfindende Entwicklung der Begriffe
einer Unterscheidung analytischer und synthetischer Urtheile und
insbesondere der Auffassung der mathematischen Satze als synthetischer
Urtheile ihre Berechtigung zu rauben. Man darf aber nicht Uber-
sehen, dass der Kantische Eintheilungsgrund nicht darauf gerichtet
ist, was von dem einzelnen Urtheilenden mit dem Subjecte zusammen
gedacht wird, sondern dass die Frage Kant’s dahin geht, ob das
Pradicat in dem Subj ecte als nothwendiger Bestandtheil
enthalten ist, oder nicht. Um mir eine Vorstellung von einem
Dreieck zu machen, brauche ich nothwendig das Merkmal der drei
Ecken: Der Satz: »Jedes Dreieck hat drei Ecken« ist also sicher
ein analytisches Urtheil. Andererseits werde ich mir von dem Dreieck
eine vollkommen deutliche Vorstellung machen konnen, auch wenn
ich nicht an das seine Winkelsumme betreffende Merkmal denke.
Der Satz: »Die Summe der Winkel im Dreieck ist gleich zwei
Rechten« ist also im Kantischen Sinne jederzeit ein synthetisches
Urtheil, unabhéangig davon, ob dem Urtheilenden die Aussage dieses
Satzes vorher schon bekannt war oder nicht.

Nach einer anderen Richtung geht die Kritik Trendelen-
burg’s Uber die Kantische Lehre von den analytischen und syn-
thetischen Urtheilen. Er tadelt die Eintheilung Kant’s deshalb,
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weil dieselbe »nach mechanischen Gesichtspunkten« voll-
zogen wuirde, wahrend doch »im Organischen alles Entwicklung und
nur im Handwerk Zusammensetzung « seil). Dieser Vorwurf wiirde
in der That der Berechtigung nicht entbehren, wenn es sich mit
dem Kantischen Eintheilungsgrunde so verhielte, wie Trendelen-
burg annimmt, wenn derselbe namlich mit dem Entstehungs-
grunde des Urtheils zusammenfiele?). Wenn sich in der That die
Kantische Unterscheidung auf die Entstehung der Urtheile bezége,
wenn also wirklich das analytische Urtheil zu Stande kédme »durch
Zerfallung eines Ganzen in seine Theilbegriffe«, das synthetische
dagegen »durch Hinzufigung von Neuem zu dem Alten oder durch
Zusammensetzung eines neuen Ganzeng, so kdnnte thatsachlich der
Grund dieser Eintheilung als mechanisch bezeichnet werden. Aber
auf die Entstehung des Urtheils griindet sich die Kantische Unter-
scheidung nicht, sondern einzig und allein auf das Verhéaltniss
des Pradicatbegriffes zum Subjectbegriffe3). Damit
verliert auch die Behauptung Trendelenburg’s, jedes Urtheil
koénnte nach Belieben als analytisch oder als synthetisch aufgefasst
und die mathematischen Urtheile demnach ebensogut analytisch wie
synthetisch genannt werden, die Bedeutung einer sich gegen Kant
richtenden Kritik. Wenn freilich die Ausdriicke »analytisch« und
»synthetisch« auf die Entstehung des Urtheils bezogen werden, dann
kann man wirklich alle Urtheile ebensowohl synthetisch wie analy-
tisch nennen; denn der Gedanke, der Inhalt des Urtheils entsteht
synthetisch; andererseits aber ist es die Analyse dieses Gedankens,
durch die das Urtheil selbst zu Stande kommt.

Dass die Kantische Unterscheidung analytischer und synthe-
tischer Urtheile unabhangig ist von dem Entstehungsgrunde der-
selben, hat Sigwart — der Ubrigens diesem letzteren Eintheilungs-
grunde den Vorzug einrdumt — richtig erkannt4), wenn man auch
seiner Auffassung der Kantischen Eintheilung nicht vollkommen

1) Trendelenburg, »Logische Untersuchungen« 3. Aufl. Bd. Il, p. 264.

2) Zu einer dhnlichen Auffassung neigt auch Behmke in seiner Schrift:
»Die Welt als Wahrnehmung und Begriff«. Berlin 1880, p. 162—173.

3) Vergl. zu diesem Einwande gegen Trendelenburg auch Cohen, »Kant's
Theorie der Erfahrung« Berlin 1871, p. 195 f.

4) Sigwart, »Logik« Bd. I, p. 103.
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beipflichten kannl). Nach Sigwart namlich sind die analytischen
TJrtheile Kant’s, solche, in denen der Inhalt des Subjectbegriffes
durch das Préadicat explicirt wird; in einem synthetischen Urtheile
dagegen wiirden verschiedene Objecte der Anschauung zu einander
in Beziehung gesetzt. Die einen seien erklédrend, die anderen
erzdhlend. Dagegen lasst sich einwenden, dass diejenigen er-
klarenden TJrtheile, in denen der Subjectbegriff durch
seine Beziehung zu anderen selbstdndigen Begriffen
explicirt wird, sicherlich den Kantischen synthetischen
Urtheilen zuzuzahlen sind. Man wird zugeben missen, dass
der Satz: »Das Quadrat ist unter allen Vierecken dasjenige, welches
den hdchsten Grad von Symmetrie besitzt« ein erklarendes Urtheil
ist; gleichwohl ist es synthetisch; denn es setzt den Subjectbegriff (Qua-
drat) in Beziehung zu anderen Vorstellungen (Vierecken); das Pradi-
cat kann also unmdglich nothwendiges Merkmal des Suhjectes sein.

Ernstlicher als durch diese mehr auf die Kantische Unter-
scheidung analytischer und synthetischer Urtheile im Allgemeinen
gehenden Einwirfe scheint der von Kant behauptete synthetische
Charakter der mathematischen Grundsétze in Frage gestellt zu werden
durch das nicht ohne Erfolg gebliebene Bemuiihen der neueren
Mathematik, die mathematischen Axiome oder doch we- |
nigstens diejenigen der Arithmetik und Algebra voll- |
standig durch Definitionen zu ersetzen, aus denen sich
dann die Grundsatze als selbstverstandliche Folgerungen, als analy-
tische Satze ergeben?). In Wirklichkeit aber wird damit der Kanti-
sehen Behauptung keinerlei Eintrag gethan. Nimmt man némlich
Definitionen als Ausgangspunkt der mathematischen Untersuchung
und nicht mehr Axiome, so ist dieser Verdnderung nur eine for-
melle Bedeutung beizumessen. Immer noch bilden synthetische
Urtheile die Grundlage der Mathematik ; dieselben haben nur nicht
mehr die Gestalt von Axiomen, sondern die Form von Definitionen.
Diese Definitionen sind synthetische Urtheile, weil sie zugleich die
Moglichkeit der deftnirten Begriffe aussagen, die nur durch die An-
schauung eingesehen werden kann.

1) Vergl. Wundt, »Logik« Bd. 1, p. 150.
2) Vergl. Grassmann, »Lineale Ausdehnungslehre von 1844« 2. Aufl. 1878,
p. XXI.
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IX. Die Auffassung der mathematischen Satze bei John
Stuart Mill.

In die synthetische Natur der mathematischen Sétze kann nach
den Ausfihrungen Kant’s kaum noch berechtigter Zweifel gesetzt
werden. Dagegen ist der zweiteTheil der Kantischen Behauptung,
dass namlich die Mathematik bestehe aus Urtheilen a priori, im
Buchstaben seiner Philosophie nur ungentigend begriindet oder,
wenn man will, Uberhaupt nicht bewiesen worden. Es wird
zunéchst als unbestreitbare Thatsache hingestellt, dass Nothwendig-
keit und Allgemeinheit nur durch reine Vernunft, nur durch ur-
spriingliche Geistesvermdgen erzeugt werden koénnen. Weil dann
die Sétze der Mathematik sicherlich nothwendig und allgemein sind,
muissen dieselben Urtheile a priori sein. Die Thatsache der synthe-
tischen Urtheile a priori der Mathematik wird dadurch zu einem
Beweisgriinde fir die Aprioritat der Anschauungsformen: und sofern
fur diese noch weitere Argumente geltend gemacht werden kodnnen,
soll sie umgekehrt den apriorischen Charakter der mathematischen
Satze stiitzen. AuBer der Nothwendigkeit und Allgemeinheit der
Satze der Mathematik gibt aber Kant nur noch den einen Grund
flr das Apriori der Anschauungsformen an, dass ohne die allge-
meinen Vorstellungen von Baum und Zeit alle Vorstellungen ein-
zelner rdumlicher und zeitlicher Objecte unmdglich waren. Diesen
Beweisgrund aber kann man keineswegs gelten lassen. Denn schlief3t
denn die Thatsache, dass Kaum und Zeit unerléassliche Bedingungen
des einzelnen Baumlichen und Zeitlichen sind, die Entwicklung
derselben durch diese Einzelvorstellungen aus? Ebensowenig kann
man zugeben, dass der apodiktische Charakter der mathematischen
Séatze sichere Gewahr leistet flr ihren Ursprung a priori und damit
fur die Aprioritdt der Anschauungsformen. Derselbe findet viel-
mehr darin genugende Erklarung, dass es nur die constanten Ele-
mente der Erfahrung sind, auf die sich die Behauptungen der Ma-
thematik erstrecken *).

1) Nach Rehmk|e (L. c. p. 177) ist Kant’s Anschauung a priori nur »Be-
griff in der empirischen Anschauung«; und die Allgemeinheit und Nothwendigkeit
der mathematischen Sétze kommt allein dadurch zu Stande, dass die Begriffe der
Mathematik in dieser empirischen Anschauung gegeben, also anschaulich sind.



Kant's Lehre von den synthetischen Urtheilen a priori in ihrer Bedeutung etc. 631

Wenn sonach die Kantische Kritik Uber den synthetischen
Charakter der mathematischen Satze kaum noch einen Zweifel 1&sst,
wenn sie dagegen fir die Aprioritdt derselben nur ungeniigende
Beweisgriinde geltend macht, so schliel3t sie keineswegs die Mdg-
lichkeit aus, dass man die Wahrheiten der Mathematik auf
gleiche Stufe stellt mit synthetischen S&tzen a posteriori,
mit Thatsachen der blo3en Erfahrung. Dieser Schritt wird vollzogen
in dem Positivismus eines Auguste Comte; ihren schéarfsten Aus-
druck aber findet diese neue Auffassung bei John Stuart Mill.

Ganz entschieden leugnet Mill die aprioristische Wahrheit der
mathematischen Axiome. Er bezeichnet sie vielmehr als inductive
Wahrheiten, die nur auf Inductionen »per enumerationem. sim-
plicem« beruhen, auf der Thatsache, »dass sie fortwahrend richtig
und nicht ein einziges Mal unrichtig gefunden wurden«!). Denn
welche Beweisgrinde, so fragt Mill, fuhrt man zur Unterstltzung
der Behauptung einer Mathematik a priori an? Aus welchem Grunde
beispielsweise schreibt man dem Satze: »Zwei gerade Linien kdnnen
keinen Baum einschlieBen« einen Ursprung a priori zu?2) Man
sagt, diese Eigenschaft der geraden Linien kdénne schon erkannt wer-
den, indem man sich dieselben nur im Geiste vorstelle, deshalb kdnne
der Grund unserer Ueberzeugung von der Wahrheit dieses Satzes
nicht das Zeugniss der Sinne oder die Erfahrung sein, sondern un-
bedingt sei dieser Grund in etwas Geistigem zu suchen. Wie aber
kénnte dieser Einwurf die Aprioritdt der mathematischen Axiome
oder auch nur speciell des angegebenen einen Grundsatzes aufler
Zweifel stellen? Wir haben keine Veranlassung, die Linien, die wir
in uns durch unsere Einbildungskraft erzeugen konnen, als ver-
schieden von denen der Wirklichkeit vorauszusetzen, und zwar wissen
wir es durch lange fortgesetzte Erfahrung, dass die Eigenschaften
des Urbildes in dem geistigen Abbilde getreu wiedergegeben sind.
Wenn es nun wahr ist, dass wir uns durch die blof3e geistige Er-
zeugung zweier Geraden dariber vergewissern koénnen, dass sie
keinen Raum einschlieRen, so geschieht dies nur auf Grund dieser
durch die Erfahrung gewonnenen Einsicht, dass die Geraden im

1) Mill, »System der deductiven und inductiven Logik«. Ges. Werke, deutsch
von Gomperz, Bd. Ill, p. 340 (Cap. XXIV).
2) 1. c. Bd. Il, p. 246 ff. (Cap. V).
Wundt, Philoa. Studien. Y. 41
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Geiste mit denen der sinnlichen Wahrnehmung genau ubereinstim-
men. Ob wir also durch Beobachtung der Wirklichkeit
oder durch Betrachtung der inneren Bilder eine Wahr-
heit gewinnen, ist im Grunde gleichgiltig: immer hat
dieselbe einzig in der Erfahrung ihren Grund.

Man hat als Argument flr die Aprioritat der mathematischen
Axiome auch wohl die Nothwendigkeit und die Allgemein-
heit derselben in’s Feld gefilhrt; man hat die Behauptung aufge-
stellt, diese Satze besdfRen, da ihr Gegentheil etwas Unbegreifliches
enthielte, einen hoheren Grad von Evidenz, als die Erfahrung je-
mals gewahren konne. Aber auch diesen Beweisgrund kann man
nicht gelten lassen. Denn sollte wirklich der apodiktische Charakter
mathematischer Urtheile aus bloRer Erfahrung unmdglich erklért
werden kénnen? Wenn mir schon durch die ersten Sinheseindriicke
und ebenso bei jeder spéteren Beobachtung bezeugt wird, dass zwei
Gerade niemals einen Baum abgrenzen, und wenn meine Erfahrung
auch nicht eine einzige Thatsache oder auch nur eine Analogie
liefert, die dieser Vorstellung widerstreitet, wie konnte ich es da
begreiflich finden, dass zwei gerade Linien jemals einen Baum ein-
schléssen? Uebrigens besitzen im Grunde genonmmen die Wahr-
heiten der Mathematik gar nicht den hohen Grad von Nothwen-
digkeit und Gewissheit, den man ihnen zuzuschreiben pflegtl).
Denn keinesfalls darf man annehmen, dass es die Mathematik mit
etwas Nichtseiendem zu thun habe; sie handelt vielmehr von solchen
Linien, Figuren, und Grolen, wie sie in Wirklichkeit vorhanden
sind. Gleichwohl beziehen sich ihre Definitionen und Axiome' auf
bloRe hypothetische Gebilde, die man durch Verallgemeinerung,
durch Abstraction, aus realen Dingen gewinnt, und die deshalb mit
diesen realen Gegenstanden nur anndherungsweise Ubereinstimmen.
So sind der Punkt ohne Ausdehnung, die Gerade ohne Breite, der
Kreis, dessen Halbmesser sammtlich gleich sind, nur Fictionen, die
mit den sinnlichen Punkten, Geraden und Kreisen nur bis zu einem
gewissen Grade Ubereinstimmen. Die Satze der Mathematik
besitzen deshalb nur angenaherte Gultigkeit; wie groR der
Grad ihrer Gewissheit ist, hangt davon ab, inwieweit die realen
Objecte sich mit den hypothetischen Voraussetzungen decken. Diese

1) 1. c. Bd. Il, p. 239 ff. (Cap. V). .
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Aussagen haben keineswegs nur Bezug auf die Geometrie, sondern
auf das ganze Gebiet der Mathematik, auch auf die Arithmetik und
Algebra: Auch deren letzte Grundsatze sind Verallgemeinerungen
aus der Erfahrung; demzufolge beruht die ihnen zugeschriebene
Nothwendigkeit nur auf Fiction; sie sind nur Annéherungen an die
Wirklichkeit; denn auch ihren Voraussetzungen fehlt das hypothe-
tische Element nichts. Zahlen an sich gibt es nicht, sondern nur
Zahlen von Etwas. Der Satz 3 = 2 + 1 sagt daher keineswegs
bloR die Einerleiheit der Bedeutung zweier Namen aus und kann
also nicht eine a priori gewonnene Definition der Zahl 3 sein;
dieses Urtheil enthélt vielmehr die Einsicht a posteriori, dass jede
Sammlung von Gegenstanden, die auf die Sinne den Eindruck *.*
hervorhringt, auch in zwei Theile zerlegt werden kann, und zwar
in folgender Weise ¢ . Diese Wahrheit kann in der That nur
durch wiederholte Beobachtung, nur durch Erfahrung, nur a poste-
riori gewonnen werden. Zu den hypothetischen Elementen, die in
alle Sétze Uber Zahlen eingehen, ist die Voraussetzung zu rechnen,
dass allen Zahlen, die in ein und derselben Rechenaufgabe Vor-
kommen, genau gleiche Einheiten zu Grunde liegen. Diese Voraus-
setzung ist aber nur annaherungsweise erfiillt; in Wirklichkeit wer-
den z. B. zwei Gewichtspfunde niemals einander vollkommen genau
gleich sein.

Die Mathematik — dies ist in kurzen Worten der Inhalt der
Lehre Mill’'s — ist keine Wissenschaft a priori; denn (berhaupt
besitzt sie gar nicht das hohe MalR von Gewissheit, das man ihren
Satzen zuzuschreihen pflegt; und derjenige Grad von Evidenz,
welcher denselben billigerweise zugestanden werden muss, wird
durch die Behauptung ihres Ursprungs durch Induction und Ab-
straction aus der Erfahrung keineswegs aufgehoben. Mit der Wider-
legung der Behauptung, dass die Gewinnung mathematischer Ein-
sichten aus bloRen geistigen Abbildern wirklicher Figuren und
Grolen nur auf eine urspringliche innere Anschauung zuriickge-
fuhrt werden konnte, wird der letzte Rechtsanspruch aufgehoben,
der fur die Aprioritdt der mathematischen Satze geltend gemacht
werden kann.

1) 1 c. Bd. Il, p. 273 ff. (Cap. VI).
41~
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Der Mangel dieser empirischen Auffassung der Mathematik,
wie sie von Mill vertreten wird, liegt auf der Hand. Sie legt
das Hauptgewicht auf die aulBeren Gelegenheitéursachen,
die uns zu mathematischen Definitionen und Satzen fuhren kdnnen,
und verabsdumt darlber vollstandig, dem logischen Elemente, das
doch hei der Bildung mathematischer Einsichten ein ebenso wesent-
liches Erforderniss ist, die gebuhrende Beachtung zu schenken.
So wirft Mill die Mathematik zusammen mit den Erfah-
rungswissenschaften, die mathematische Abstraction und In-
duction mit demjenigen Abstractions- und Inductionsverfahren, wie
es bei der Gewinnung allgemeiner Erfahrungsbegriffe und allge-
meiner Naturgesetze seine Anwendung findet. Damit steht Mill im
strengsten Gegensédtze zu derjenigen Auffassung der Mathematik,
nach welcher die Voraussetzungen dieser Wissenschaft in' einem
urspriinglichen Anschauungsvermégen ihre Begrindung finden, zu
einer Auffassung, die vielmehr umgekehrt der Bedeutung der &uBeren
und inneren Erfahrung fir die Gewinnung mathematischer Ein-
sichten nicht nach Geblhr gerecht wird: im vollsten Gegensatze
also zur Kantischen Lehre von den synthetischen Urtheilen a
priori der Mathematik.

X. Der Charakter der mathematischen Satze nach
Wundt’s Logik der Mathematik.

Ein klarer Einblick in die innere Natur der Mathematik kann
nur gewonnen werden, wenn die empirischen Momente und
die logischen Functionen, die bei der Bildung der mathe-
matischen Begriffe und Satze betheiligt sind, gleichméaRige Berlick-
sichtigung finden, wenn man also die Kantische Lehre in der
Weise modificirt, dass der derselben eigene Standpunkt, auf dem
die Mathematik als eine Vernunfterkenntniss aus der Construction
der Begriffe erscheint, sich ermdaRigt durch den Hinweis auf den
Einfluss der inneren und &uBeren Erfahrung. Zahlreich sind die
Versuche, die eine Umgestaltung der Kantischen Auffassung von
der Natur der Mathematik nach dieser Seite hin anstrebenl). Es

1) Vergl. z. B. Sigwart, »Logik« Bd. 11, p. 54 ff,, 187 ff. und 257.
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mag gentgen, an dieser Stelle die Lehre Kant’s in Vergleich zu
ziehen mit derjenigen Beurtheilung, welche der Charakter der mathe-
matischen Sétze in neuester Zeit gefunden hat in der Logik
Wilhelm Wundt’sl).

Zweierlei Motive sind es hauptsachlich, lehrt Wundt, die uns
bestimmen mussen, die hohe Bedeutung der Erfahrung hei der
Gewinnung mathematischer Wahrheiten anzuerkennen: einmal die
kaum bestreitbare Thatsache, dass die Mathematik auf dem
primitivsten Standpunkte ihrer Entwicklung eine rein
inductive Wissenschaft gewesen ist; insbesondere aber der
Hinweis auf den inductiven Charakter ihrer fundamen-
talsten Satze.

Alles, was uns Uber den ersten Ursprung der mathema-
tischen Erkenntnisse Uberliefert worden ist, erschliel3t als Quelle
derselben die Induction aus der Erfahrung. So hat sicherlich
zur Entstehung der vier arithmetischen Fundamentaloperationen die
Wahrnehmung verschiedenartiger Anordnungen einzelner Objecte,
zur Bildung von Stammbriichen die im praktischen Leben erwachsene
Forderung der Angabe des Verhéltnisses eines Theiles zum Ganzen
den ersten Anlass gegeben. Ebenso kann Uber den inductiven Ur-
sprung der frilhesten geometrischen Sédtze kaum ein Zweifel ent-
stehen. Den Inhalt eines Quadrates, eines Rechteckes fand man
durch Zerlegung desselben in Quadrate von der Seitenldange 1 und
durch nachherige einfache Addition derselben; und ebenso ist der
Satz von der Winkelsumme im Dreieck, der pythagoreische Lehr-
satz etc. jedenfalls zundchst durch directe Wahrnehmung, durch
Versuche, durch Induction aus der Erfahrung, gefunden worden.

Wenn es nun auch kaum geleugnet werden kann, dass die
Mathematik urspringlich eine Wissenschaft der Induction gewesen
ist, so ist es doch viel bedeutsamer fiir ihren wissenschaftlichen
Charakter und insbesondere von weit groRerer Wichtigkeit fir die
Kritik der von Kant behaupteten apriorischen Natur der mathe-
matischen Urtheile, dass die fundamentalsten dieser Satze
auf Abstraction aus der Erfahrung und auf gewisse
bleibende Formen der Induction zuriickgefihrt werden

1) Wundt, »Logik« Bd. Il, p. 96 ff.
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mussen. Zu diesen fundamentalsten Sétzen der Mathematik sind
alle Definitionen und Axiome sowie alle unmittelbaren Specialisi-
rungen der Axiome zu rechnen.

Sammtliche Definitionen der Mathematik entstehen einzig
durch Abstraction aus der Erfahrung oder doch durch Bildung von
Analogien zu Abstractionen aus der Erfahrung. Dieser Abstrac-
tionsprocess ist aber wohl zu unterscheiden von dem hei der Ge-
winnung von Erfahrungsbegriffen angewandten Verfahren. Wir ge-
langen zu einer mathematischen Geraden, indem wir bei den in der
Erfahrung gegebenen geraden Linien von ihrer verschiedenen Dicke
und Breite, sowie von ihren groferen und Kkleineren Abweichungen
vom Geraden abstrahiren. Wenn dieser Process auf gleicher Stufe
stande mit dem in den Erfahrungswissenschaften tblichen Abstrac-
tionsverfahren, so musste die Eigenschaft der Geraden in abstracto,
eindimensional und gerade zu sein, allen empirischen geraden Linien
gemeinsam sein.

Erst indem sich mit der Abstraction noch die Induction ver-
bindet, sind die Bedingungen zur Gewinnung mathematischer Axiome
gegeben. Aber auch dieses mathematische Inductionsverfahren tragt
einem eigenartigen Charakter an sich und ist wohl zu unterscheiden
von der Induction in den Naturwissenschaften. Aufgabe des Phy-
sikers ist es, durch Induction abstracte Naturgesetze zu gewinnen,
die sich den Thatsachen der Erfahrung mit moglichster Genauigkeit
annahem. Die Gegenstande des Mathematikers dagegen sind nicht
die Objecte der Erfahrung, sondern nur seine Vorstellungen, die
durch die empirischen Dinge nur angeregt und verdeutlicht werden;
ihn kiimmert es also nicht, ob seine Voraussetzungen und Resultate
mit diesen nur als Hulfsmittel benutzten &ufleren Objecten genau
vertraglich sind oder nicht.

Es sind aber nicht die urspringlichsten Inductionen, die zu
den mathematischen Axiomen fuihren. Letztere sind vielmehr auf-
zufassen als die allgemeinsten Abstractionen aus denjenigen mathe-
matischen Satzen, die man als unmittelbare Specialisirungen
der Axiome bezeichnen kann. Alle Zahlformeln, wie 7 + 5 = 12,
5-6 == 30 u. dergl., sowie die allgemeinsten Satze der synthetischen
Geometrie, z. B. dass sich zwei gerade Linien der Ebene in einem
Punkte, zwei Ebenen in einer Geraden schneiden, sind hierher zu
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rechnen. Alle diese Satze konnen nur durch wiederholtes Experi-
mentiren und Beobachten in der inneren oder &uBeren Erfahrung
zu Stande kommen; sie sind nur durch Induction, nur durch den
Hinweis auf die empirische Anschauung erweisbar.

Durch Generalisation gehen aus diesen Inductionen primitivster
Form wverwickeltere Inductionen hervor, deren Werth fir die
Gewinnung mathematischer Resultate anerkanntermalen auf3er allem
Zweifel steht. Inductionen dieser Art fiihren z. B. zur Aufstellung
der Regel, nach welcher die Primfactoren einer Zahl sich bestimmen
lassen, zur Auffindung der Anzahl der Comhinationen einer be-
stimmten Anzahl von Elementen, zur Ermittelung des Gesetzes einer
durch empirische Entwickelung gefundenen Reihe etc. Ebenso flihren
alle Versuche, die allgemeinen Gesetze der Zahlenverkniipfung, also
das Associations-, Commutations- und Distrihutionsgesetz, zu be-
weisen, schlieBlich auf Generalisationen einzelner Thatsachen der
mathematischen Anschauung als letzte Griinde zurlick.

Wenn es nun aber auch unzweifelhaft feststeht, dass der Ur-
sprung der mathematischen Grundlagen zunéchst in der Induction
aus der Erfahrung gesucht werden muss, so schliel3t diese Ein-
sicht doch keineswegs die Auffassung der Mathematik
als einer aprioristischen Wissenschaft aus. Die Satze der
Mathematik sind vielmehr sicherlich Urtheile a priori. Die Mdglich-
keit hierzu begrindet sich in dem eigenthimlichen Charakter
des fur alle Mathematik unerlasslichen Abstractions Ver-
fahrens, auf dessen bedeutsamen Unterschied von der naturwis-
senschaftlichen Abstraction schon oben aufmerksam gemacht wurde.

Die Elemente, die zur Bildung der Vorstellung eines Gegenstan-
des erforderlich sind, haben theils in dem empirischen Objecte selbst
ihre Quelle, theils gehoren sie unserer eigenen Gedankenthéatigkeit
an. Die Auffassung der mathematischen Abstraction wird
nun eine verkehrte, sobald man die letzteren Vorstellungselemente
vollig unbeachtet lasst. Dann némlich wird man veranlasst, das
Wesen des Abstractionsverfahrens in dem Ausscheiden eines Theiles
und dem Zurlickbehalten des anderen Theiles der empirischen Vor-
stellungselemente zu suchen, wenn anders nicht ein bloRes Nichts
als Resultat der Abstraction sich einstellen soll. Andererseits kann
man sich der Ueberzeugung nicht erwehren, dass die mathematischen
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Begriffe, zu denen mau durch solche Abstraction gelangt, keinerlei
empirische Elemente in sich schliefen. Diese Schwierigkeiten
schwinden, sobald man den subjectiven Bedingungen der Vorstel-
lung eines empirischen Thatbestandes die gebiihrende Beachtung
schenkt. Dann wird man durch nichts gehindert, den eigentiim-
lichen Charakter der mathematischen Abstraction darin zu suchen,
dass sie von sammtlichen nur aus dem empirischen Object stam-
menden Vorstellungselementen — nicht blo von einem Theil der-
selben — absieht und als wesentlichen Bestandtheil nur die bei
der Bildung mathematischer Vorstellungen wirksame Gedanken-
thatigkeit zurlickbehélt. So konnen die Zahlen zwar nur entstehen
durch Vermittelung zahlbarer empirischer Objecte; den eigentlichen
Begriff der Zahl aber gewinnt man erst nach Elimination aller der
wechselnden aus diesen Objecten herrihrenden Elemente durch aus-
schlieBliche Beachtung der die einzelnen Denkacte verbindenden
Thétigkeit. Von dem physischen gelangt man zum mathematischen
Punkte, indem man von allen physischen Eigenschaften des ersteren
abstrahirt und nur die ortbestimmende Gedankenthétigkeit zuriick-
behélt. Aehnlich ist der Process, der von der sinnlichen Vorstellung
eines annahernd geradlinigen Stabes zum Begriff der mathemati-
schen geraden Linie hindberfihrt. Wenn man zwei Punkte eines
solchen Stabes festhélt und diesen alsdann in beliebiger Weise um
sich dreht, so wird derselbe jederzeit auf gleiche Art die Verbindung
der beiden festgehaltenen Punkte vermitteln. Auf diese Erfahrung
grindet sich die Gewinnung des Begriffes der mathematischen Ge-
raden: Malgebend fur denselben wird nur der Denkact,, welcher
die relative Lage zweier Punkte zu einander fixirt; alle objectiven
Bestandteile der sinnlichen Vorstellung des Stabes dagegen werden
eliminirt. Durch ein Abstractionsverfahren ganz ahnlicher Art wer-
den alle Gbrigen geometrischen Vorstellungen gewonnen; nur sind
die empirischen Objecte, auf die sich dasselbe bezieht, bei der Bil-
dung zusammengesetzterer mathematischer Ideen meist von anderer
Natur als in den genannten einfachsten Fallen: Nur selten knipft
sich die zur Gewinnung verwickelterer geometrischer Vorstellungen
flhrende Abstraction an unmittelbare Erfahrungen ; viel haufiger er-
scheinen als ihre Ausgangspunkte Gebilde, die einer willkirlichen
Construction aus objectiven oder subjectiven Elementen, dem Wirken
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der bildenden Hand oder der Thatigkeit der bloRen Einbildungs-
kraft ihre Entstehung verdanken. Auch alle Gebilde dieser Art
werden erst durch Elimination aller objectiven, der Absicht unseres
Denkens fern liegenden Elemente zu rein. geometrischen Vorstel-
lungen erhéhen.

Wenn es nun aber eine zugegebene Thatsache ist, dass es nur die
rein subjectiven, nur die unserer Gedankenthatigkeit angehdrigen
Bestandtheile aller unserer Vorstellungen sind, aus denen sich die
mathematischen ldeen zusammensetzen, so ist das Wesen des ma-
thematischen Apriori erklart, allerdings in anderer Weise als durch
die Kantische transcendentale Aesthetik. Die subjectiven Elemente,
aus denen sich schlieBlich alle unsere mathematischen Vorstellungen
aufbauen, kodnnen nur gewonnen werden aus unseren empirischen
Vorstellungen ; nichts gibt uns die Berechtigung, diese subjectiven
Bestandtheile als den objectiven Elementen vorangehende transcen-
dentale Bedingungen der empirischen Vorstellungen zu betrachten.
Durch Abstraction aus der Erfahrung und durch Induc-
tion aus diesen Ahstractionen, nicht aber durch unmittelbare
Constructionen innerhalb eines urspriinglichen reinen Anschauungs-
vermogens — die jede Induction und Abstraction entbehrlich ma-
chen missten — wird die Bildung aller mathematischen Vorstellungen
und Einsichten vollzogen.

In diesem Punkte begriindet sich der Unterschied der Lehre
Wundt’s von der Kantischen Auffassung. Dieser Unterschied
bezieht sich auf die Erklarung und Begriindung des schlieBlichen
Resultates; in der Formulirung desselben stimmt Wundt mit Kant
Uberein:  Alle mathematischen Satze sind synthetische
Urtheile a priori.



