Zur Collectiv-Mafslehre.

Yon

H. Bruns.

1. Jbechner hat in seinem nachgelassenen Werke »Collectiv-
MaRlehre« lj ein Verfahren zur Untersuchung der von ihm als
»Collectiv-Gegenstdnde« (kurz C.-G.) bezeichneten Vielheiten ent-
wickelt, das nach der rechnerischen Seite hin der Verbesserung féhig
ist, sobald man Uber gewisse dabei ndthige Hulfstafeln verfiigt. Diese
Tafeln, die ich schon vor etwa Jahresfrist habe berechnen lassen,
sollen am Schlisse des vorliegenden Aufsatzes mitgetheilt werden;
Zweck der nachstehenden Zeilen ist, ihre Einrichtung und ihren Ge-
brauch aus einander zu setzen. Betreffs der hierbei zu l6senden
Aufgabe konnte ich unmittelbar auf das Werk Fechner’s oder auf
den ausfihrlichen, von Herrn Lipps gegebenen Bericht?) verweisen.
Da jedoch der befolgte Gedankengang in einigen Punkten von dem
Verfahren Fechner’s ahweicht, so erscheint es zweckmaRiger, das,
was zum Verstandniss noéthig ist, hier kurz zusammenzustellen. Der
Deutlichkeit halber beginne ich mit einem einfachen Beispiel.

Vorgelegt sei fur etliche Jahre die Liste der Becrutenmale X
aus einem bestimmten Aushehungsbezirk und fir eine bestimmte
Altersklasse, wobei die Werthe der x auf volle Centimeter abgerundet
sein mogen, so dass z. B. der Werth x — 171 cm allen denjenigen
Individuen zukommt, deren genaue Korperlange zwischen 170,5 und
171,5 cm liegt. Werden die einzelnen X, deren Gesammtmenge wir

1) Herausgegeben von G. F. Lipps. Leipzig 1897. W. Engelmann.
2) Philos. Stud. Bd. Xni. S. 579 ff.
Wandt, Philos. Studien. XIV. 23
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mit m bezeichnen wollen, zun&chst in der Reihenfolge hingeschrieben,
in der sie gemessen worden sind, so l&sst die so entstandene »Ur-
liste« keinerlei Regel oder Gesetz erkennen, indem die einzelnen
Zahlen regellos hin und her springen. Anders stellt sich dagegen
die Sache, wenn man — ein genigend groRes m vorausgesetzt —
die x nach ihrer GrolRe geordnet hinschreibt oder, nach Fechner’s
Ausdruck, aus der Urliste die »primére Vertheilungstafel« herstellt.
Es zeigt sich dann in der Haufigkeit, mit der die einzelnen x auf-
treten, ein ausgesprochener Gang, indem die Zahl der mehrfach vor-
kommenden x von den Extremen her deutlich nach einer mittleren
Stelle hin zunimmt. Noch auffélliger wird dieses Verhalten, wenn
man den Verlauf dieser Vertheilungstafel geometrisch darstellt. Man
denke sich zu dem Ende auf einer Abscissenachse vom Nullpunkte
ausgehend eine Centimetertheilung abgetragen, dann sind die vor-
kommenden x unter den Abscissen der Theilungspunkte enthalten.
Weiter trage man zu jeder Abscisse x als Ordinate y die Anzahl
der Individuen ab, denen die betreffende Abscisse als Kdrperléange
zukommt, und verbinde die Endpunkte der Ordinaten durch gerad-
linige Strecken. Dadurch entsteht ein Linienzug, den man als
»Haufigkeitscurve« (kurz H.-O.) bezeichnen kann, und der folgendes
Verhalten zeigt. Die Curve verlauft anfangs in der Abscissenachse,
da ja fir negative oder sehr kleine x die Ordinate bestandig null
ist, dann beginnt ein Aufwaértssteigen mit gelegentlichen Zickzack-
springen bis zu einem Maximum, weiterhin sinkt die Curve in der-
selben Weise, um schliellich wieder in die Abscissenachse uber-
zugehen.

Betrachtet man jetzt die Curve nach ihrem Verhalten im ganzen,
so gelangt man zu dem Satze, dass ihr Verlauf, trotz der erwéhnten
und von unausgeglichenen Zufalligkeiten herriihrenden Spriinge, deutlich
Regel und Gesetz erkennen lasst, und zwar in demselben Sinne, in
dem man z. B. bei der Erdgestalt, trotz der handgreiflichen Gegen-
sdtze zwischen Berg und Thal, von einer Kugel oder einem Ellipsoid
spricht.

Die bildliche Darstellung der beobachteten Zahlen kann auch
noch auf andere Weise, als soeben angegeben, erfolgen. So kann
man als Ordinaten statt der unmittelbar gezdhlten Mengen y die
Quotienten y : m abtragen, also die H&ufigkeit eines x in Bruch-
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theilen der G-esammtmenge m ausdricken, wodurch eine Curve der
»relativen« Haufigkeiten entsteht. Ferner kdnnte man die Menge
der Individuen ermitteln, deren Korperldnge ein bestimmtes x nicht
Uberschreitet, und dann diese Menge als Ordinate zu dem betreffen-
den x einzeichnen, und dergleichen mehr. Alle so erhaltenen Ourven
h&ngen in gesetzmaRiger Weise mit einander zusammen, so dass aus
einer von ihnen die Ubrigen hergeleitet werden kénnen. Infolge
dessen macht es keinen grundsétzlichen Unterschied, welche Curve
man wirklich benutzt, und man darf sich bei der schlieRlichen Wahl
von Griinden der &ulReren Zweckmafigkeit leiten lassen.

2. Haufigkeitscurven von der Art des betrachteten Beispiels
lassen sich nun zu den verschiedensten Dingen construiren, und man
kann dabei sowohl G-egenstdnde der uns umgebenden Wirklichkeit,
als auch reine Gedankendinge heranziehen. Auch reicht die Be-
schéftigung mit solchen Curven zeitlich recht weit zuriick. So sind
die theoretischen Haufigkeitscurven, die bei manchen Aufgaben der
Wahrscheinlichkeitsrechnung auftreten, ziemlich so alt, wie der erste
Ausbau dieses Theiles der angewandten Mathematik. Um das zu
erlautern, denke man sich eine Urne mit weilen und schwarzen
Kugeln, aus der % Zuge unter jedesmaliger Zuriicklegung der Kugel
erfolgen. Bedeuten p und q die Wahrscheinlichkeiten fir das ein-
malige Ziehen von weill und von schwarz, so ist die Wahrscheinlich-
keit, dass bei % Zugen weifl a>mal und schwarz y-mal auftrete, durch
den Ausdruck

wix) = -f-J ! pXiy> (*=*+y)

gegeben, wo x die Werthe 0, 1, ... % anzunehmen hat, wéhrend fir
solche %, die aufllerhalb dieser Zahlenreihe liegen, W(x) durchweg
gleich Kuli zu setzen ist. Die entstehende Werthreihe liefert eine
H.-C. der vorhin betrachteten Art, denn die mathematische Wahr-
scheinlichkeit eines Ereignisses ist ihrer Definition nach nichts anderes,
als die relative Haufigkeit der dem Ereigniss gunstigen Falle, so dass
jedes W(x) die relative Haufigkeit angibt, mit der bei % Zigen x
~eiBe Kugeln zu erwarten sind. Wie man weil}, fuhrt die weitere
Untersuchung der betrachteten Curve fir grofle « auf den beriihmten
Uernoulli’schen Satz von den »grofen Zahlen.

23~
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Ein anderer wohlbekannter Fall ist das Gesetz fir die Vertheilung
der Beobachtungsfehler, das zuerst von Gaul3 theoretisch formulirt
wurde, und von dem dann spéater Bessel nachwies, dass'es unter
gewissen, haufig erfullten Bedingungen der "Wirklichkeit sehr nahe
entspreche. Ebenso kénnen hier die Curven fiir die Vertheilung der
Lebensalter genannt werden; diese Curven mussten vorhanden sein,
als man daran ging, das Versicherungswesen fir Lehen und Todes-
fall auf eine feste mathematische Grundlage zu stellen.

Das Buch von Fechner beschéftigt sich nun von Anfang bis
Ende mit Haufigkeitscurven, denn das, was Fechner mit dem Namen
» Collectiv-Gegenstand« bezeichnet, ist nur der arithmetische Ausdruck
fur eine Sache, deren geometrische Darstellung eben die H.-C. liefert.
Da diese Dinge, wie vorhin bemerkt wurde, an sich nicht neu sind,
so kann man fragen, worin denn eigentlich die Bedeutung des
Fechner’sehen Werkes liege. In dieser Hinsicht ist nun zunéchst
hervorzuheben, dass Fechner den Gegenstand sogleich von allge-
meinen und umfassenden Gesichtspunkten aus angreift. Wenn z. B.
in der Theorie der Beobachtungsfehler die Haufigkeit dieser Fehler
untersucht wird, so erscheint das in den gewdhnlichen Darstellungen
immer als etwas, das dem betrachteten Gebiete eigenthiimlich ist und
keine engeren Beziehungen zu &hnlichen Aufgaben in anderen Ge-
bieten besitzt. Dem gegeniber zeigt nun Fechner, dass es sich bei
solchen Aufgaben immer nur um die wechselnden Einkleidungen
eines und desselben, stets wiederkehrenden, Problems handelt, und
dass diesem Problem dberall auch die gleiche Untersuchungsmethode
zuzuweisen ist, mag es sich nun um Recrutenmalle, um Schédel-
messungen, um Roggenhalme, um Gemaldeformate, um meteorolo-
gische Beobachtungen, um Beobachtungsfehler oder um noch andere
Dinge handeln. Der Kern der Sache liegt dabei in dem von
Fechner zuerst mit voller Bestimmtheit formulirten Erfahrungssatze,
dass man, sobald gewisse »Requisiten« erfullt sind, eine H.-C. von
erkennbar regelméRigem Verlaufe zu erwarten habe.

Der genannte Satz ist von weitreichender principieller Bedeutung,
namentlich fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung. Die rein mathe-
matischen Theile dieser Disciplin sind ndmlich, wenn man ihren In-
halt analysirt, in Wahrheit nichts anderes, als eine Lehre von der
Haufigkeit gleich mdglicher Falle, und die daselbst betrachteten
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theoretischen H.-C. beruhen jedesmal auf der gleichméaRigen Er-
schopfung einer gegebenen Gesammtheit gleich mdglicher Falle. Da
es sich dabei immer nur um logische Operationen handelt, so ist die
geforderte gleichmaRige Erschopfung ausfihrbar, und aus dem gleichen
Grunde kommt den Sétzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung dieselbe
Gewissheit zu, wie den Satzen der Geometrie oder Arithmetik. Wie
nun aber die Anwendung der Geometrie, z. B. zur Construction eines
Radergetriebes oder einer Dampfmaschine, an die VVoraussetzung ge-
bunden ist, dass die Begriffe »Punkt, Gerade, Kreis u. s. w.« wenig-
stens ndherungsweise physisch verwirklicht werden kénnen, so sind
auch die Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung an die Be-
dingung geknupft, dass Dinge existiren, die wenigstens ndherungs-
weise die »zufélligen« Ereignisse und die theoretischen H.-C. der
Wahrscheinlichkeitsrechnung verwirklichen. Andernfalls wéren solche
Anwendungen wenig mehr, als ein muRiges Spiel mit Ziffern und
Zahlen. Der Nachweis, dass jene Bedingung erfullt sei, lasst sich
nun aber auf keine Weise durch blof3e logische Deductionen er-
bringen, bleibt vielmehr nothwendig Gegenstand der Erfahrung, und
im Anschliisse hieran kann man sagen, dass Fechner zuerst es
unternommen habe, den verlangten Nachweis in systematischer
Weise zu filhren. Oder anders ausgedrickt: in der »Collectiv-MaB-
lehre« ist zum ersten Male der Versuch gemacht worden, ein System
der experimentellen Wahrscheinlichkeitsrechnung oder, wie man noch
besser sagen kann, der empirischen Haufigkeitslehre aufzubauen.

3. Ein zweiter Punkt, der hier hervorzuheben ist, bezieht sich
auf den Satz, dass in den von Fechner untersuchten H.-C. ein be-
stimmter Typus wiederkehrt. Der Nachweis hierfur verlangt, dass
man den Verlauf der Curven durch eine bestimmte Formel mit aus-
reichender Genauigkeit darstellen kénne. Zu diesem Zwecke ist
fruher fast ausschlieBlich das Gauf3’sche Gesetz oder, wie wir lieber
sagen wollen, das »einfache Exponentialgesetz« benutzt worden. Das
genannte Gesetz besagt, dass zwischen den Coordinaten X, y der
H.-C. die Gleichung

y = a exp (— b(x — cf) @)

bestehe, wo exp das Zeichen fur die gewodhnlich in der Gestalt ez
geschriebene Exponentialfunction ist, wahrend die GroRen a, b, ¢
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gewisse Constanten bedeuten, von denen die beiden ersten stets
positiv sein mussen. Der Grund fur eine solche Bevorzugung des
einfachen Exponentialgesetzes dirfte zu suchen sein einerseits in der
wichtigen Bolle, die dieser Ausdruck in der Entwickelung der Fehler-
theorie gespielt hat, andererseits in seiner Uebereinstimmung mit dem
Bernoulli'schen Gesetze von den groflen Zahlen. Das genannte
Gesetz ist nun aber, wie Fechner zeigt, zur genaueren Darstellung
beobachteter Haufigkeitscurven, von besonderen Fallen abgesehen,
durchaus ungeeignet, weil die Formel (1) einen zur groten Ordinate
symmetrischen Curvenverlauf liefert, wahrend bei den beobachteten
H.-C. der unsymmetrische Verlauf nachweisbar die Begel bildet. Um
diesen Umstand zu bertcksichtigen, legt sich Fechner einen Aus-
druck zurecht, den er als -zweitheiliges« Gauld'sches Gesetz be-
zeichnet. Es ist nicht néthig, auf diese Formel né&her einzugehen,
vielmehr genigt hier die Bemerkung, dass der von Fechner ge-
wahlte Ausdruck den zunachst beabsichtigten Zweck — némlich den
Nachweis eines typischen Verlaufes der untersuchten H.-0. — in
ausreichender Weise erfillt. Auf der anderen Seite erkennt aber
der mathematisch geschulte Leser der »Collectiv-MaRlehre« sofort,
dass jenes zweitheilige Gesetz nur ein vorlaufiger Behelf ist, und
dass an dieser Stelle die weitere Entwickelung der Methode einzu-
setzen hat.

4. Nach den vorstehenden Bemerkungen wollen wir uns jetzt
zu der interpolatorischen Darstellung der Collectiv-Gegenstande wen-
den, wobei wir den Begriff des C.-G. etwas weiter fassen werden,
als es bei Fechner der Fall ist. In dem eingangs benutzten Bei-
spiel von den Becrutenmallen handelt es sich um eine Vielheit von
Dingen (Individuen), die als gleichartig angesehen werden, weil sie in
gewissen, fir die Betrachtung herausgehobenen, Merkmalen Uberein-
stimmen. Diese »artbildenden« und innerhalb der betrachteten Viel-
heit »constanten« Merkmale bestehen bei dem gewéhlten Beispiel aus
Geschlecht, Alter und Aushebungsbezirk. Dartiber hinaus kommen
nun aber den einzelnen Gliedern der vorgelegten Vielheit noch un-
endlich viele andere Merkmale zu, die wir als die »verdnderlichen«
bezeichnen, weil sie innerhalb der Vielheit nicht durchaus con-
stant sind. Von diesen verdnderlichen Merkmalen wird eines (die
Korperlange) ausgewéhlt und nach ihm die gegebene Gesammtheit
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geordnet. Diese Ordnung kénnen wir als eine »statistische« be-
zeichnen, weil dahei die Glieder, die in dem ausgewéhlten verénder-
lichen Merkmal Ubereinstimmen, nicht weiter unterschieden, sondern
lediglich nach der Haufigkeit ihres Vorkommens gezahlt werden.

Im Anschliisse an die bisherigen Ausfihrungen wird es jetzt un-
mittelbar verstédndlich sein, wenn wir folgende Sétze aussprechen. Ein
Collectiv-Gegenstand ist eine Vielheit von gleichartigen Dingen, die
nach einem verdnderlichen Merkmal statistisch geordnet werden kann.
Die »Urliste« enthélt die Beobachtungen Uber den vorgelegten 0.-G-.
in der Form, in der sie unmittelbar gewonnen worden sind; durch
das Ordnen geht die Urliste in die »primare Vertheilungstafel« Uber,
deren graphische Darstellung zu einer Haufigkeitscurve fiihrt. Die
Collectiv-Malllehre hat zur Aufgabe die Untersuchung der durch die
statistische Ordnung erzeugten Gebilde.

Das verénderliche Merkmal, nach dem geordnet wird, wollen wir
auch als das »Argument« des C.-G. bezeichnen. Da als Argument
unendlich viele Merkmale ausgewahlt werden konnen, so l&sst sich
ein O.-G. sofort auch nach zwei, drei, u. s. w. Merkmalen ordnen.
Es ist jedoch nicht néthig, diesen Fall besonders zu betrachten, weil
er sich stets auf den Fall mit nur einem Argument zurtickfihren l&sst.

Die in einem O.-G. zu einer Reihe vereinigten Glieder sollen
gleichartig sein, d. h. durch einen Art- oder Gattungsbegriff zu-
sammengehalten werden. Diese Festsetzung l&sst wegen ihrer ganz
allgemein gehaltenen Fassung offenbar einen weiten Spielraum fir
die Aufsuchung und Zusammenstellung der O.-G. offen, und es wird
jedesmal von den besonderen Umstanden der gerade vorgelegten Auf-
gabe abhédngen, wie weit oder wie eng der Kreis der constanten
Merkmale zu stecken ist. Aehnliches gilt von der Bezeichnung
»Vielheit«: es lasst sich nicht im voraus angehen, wie grof3 der
Umfang eines O.-G. sein musse, damit man ihn erfolgreich der
Rechnung unterwerfen konne.

Die angegebene Bestimmung der O.-G. ist etwas enger, als das,
was Lexis unter dem allgemeinen Namen »Massenerscheinungen«
zusammenfasst, dagegen weiter, als die vonFechner thatsachlich in
Anwendung gebrachte Definition. Denn Fechner geht hei den von
ihm behandelten O.-G. davon aus, dass das Argument stets nach
Zahl und Mal bestimmt sei, und dass ferner die Gesammtheit der
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maoglichen Werthe des Arguments eine stetige Mannigfaltigkeit bilde,
also nicht auf eine endliche Anzahl von discreten Werthen beschrénkt
sei. Diese von Fechner festgehaltenen Einschrdnkungen sind ent-
behrlich.  Beispielsweise kdnnte man auf Grund einer passenden
Farbenscala zu der Farbe der Haare oder der Augen bei den Schul-
kindern einer Grofstadt sehr wohl eine Haufigkeitscurve construiren,
denn es hindert nichts, die einzelnen Tone der Scala durch Nummern
zu unterscheiden und diese Nummern als Abscissen abzutragen.
Ebenso ist die Forderung der Stetigkeit des Arguments durch nichts
geboten, wie das folgende Beispiel lehrt. Schon vor langeren Jahren
habe ich gelegentlich einer anderen Frage die ersten tausend Spalten
des Thesaurus logarithmorum von Yega darauf hin ausgezahlt, wie
oft in jeder Spalte eine Null in der zehnten Décimale auftritt. Stellt
man nun das Ergebniss dieser Z&hlung graphisch dar, so erhélt man
eine Curve, die ein vortreffliches Beispiel zu dem von Fechner be-
handelten Typus abgibt. Es ist sehr merkwirdig, dass Fechner
nirgends in seinem Buche angibt, weshalb er solche »unstetigen«
Collectiv-Gegenstande beiseite gelassen hat, zumal sich gerade zu
dieser Classe der C.-G. gute Beispiele mit verhdltnissmaRig geringer
Mihe herbeischaffen lassen.

Eine andere Bestimmung, die Fechner einfiihrt und der er bei
der Besprechung der »Successionsabhéngigkeit« eine eingehende Er-
Orterung widmet, besteht darin, dass in der Urliste das verénderliche
Merkmal von einem Gliede zum nachsten nach Zufall variire. Auch
diese Beschrdnkung kann man fallen lassen, denn bei dem eben
erwdhnten Beispiel von den Endnullen einer Logarithmentafel ist das
Spiel des Zufalls von vornherein und in aller Strenge ausgeschlossen.

5. Fasst man jetzt den Begriff des O.-G. in der oben an-
gegebenen Weise, so kann es sich offenbar nicht mehr darum handeln,
nachzuweisen, dass alle C.-G. auf einen und denselben Curventypus
fuhren, wie ihn z. B. Fechner durch sein »zweitheiliges« Gesetz
vorschreibt. Denn da in unserem Falle auch kunstlich zurecht ge-
machte C.-G. nicht ausgeschlossen sind, so kann man ohne Schwie-
rigkeit Haufigkeitscurven erhalten, die sich dem von Fechner be-
handelten Typus nicht einordnen. Die zu lésende Aufgabe ist deshalb
jetzt anders zu fassen; das Wie? mdge zunéchst an einem Beispiel
erlautert werden, das einem ganz anderen Gebiete entnommen ist.



Zur Collectiv-MaRlehre. 347

Wenn ein musikalischer Ton von einem bestimmten Instrument
erregt wird, so vollfihrt jeder Punkt der umgebenden Luft gewisse
periodische Schwingungen. Ist y die Ausweichung des betrachteten
Punktes aus seiner Ruhelage, t die Zeit, T die Schwingungsdauer,

und setzt man
2nt — XT,

so lasst sich die Beziehung zwischen x und y, wie man wei3, durch
eine Fourier’sche Reihe von der Form

<=« 4+ « cosx + «2 cos2x + a3 cos 3x + ...

+ sinXx + b2 sin2x + bs sin3x + ¢+

darstellen, wo die a, b gewisse, fUr den betrachteten Ton constante,
Ooefficienten bedeuten. Durch diese Ooefficienten wird der Ton
nach Starke und Klangfarbe vollstdndig charakterisirt, wahrend die
Hohe von der in x enthaltenen Schwingungsdauer T abhéngt. Die
Anzahl der von Null verschiedenen a, b ist, streng genommen und
von besonderen Fallen abgesehen, unendlich grof3, jedoch kommt bei
der Darstellung eines beobachteten Tones nur eine begrenzte Anzahl
von Oocefficienten als merklich in Betracht, so dass die tbrigen ohne
Nachtheil gleich Null gesetzt werden durfen.

Das Wesentliche bei dem vorstehenden Beispiel besteht offenbar
darin, dass eine beobachtete Curve in einer die Beobachtungen er-
schopfenden Weise dargestellt wird durch eine endliche, aber im
voraus nicht feststehende, Anzahl von Gliedern einer gewissen Reihen-
entwickelung, und dass dabei der Anschluss zwischen Beobachtung
und Rechnung bewirkt wird durch die passende Bestimmung einer
Anzahl von verfiigbaren Constanten oder »Parametern«.

Man kann nun fragen, ob &hnliches nicht auch bei den Curven
der C.-G. moglich sei. Diese Frage ist, wie ich vor einiger Zeit in
einer kleinen Notel) gezeigt habe, zu bejahen. Man bezeichne mit x
das Argument eines C.-G. oder die Abscisse der zugehorigen H.-C.,
Dut h und c zwei passend gewahlte Constanten, mit y das Product
aus h und der Differenz x — ¢, mit <D(y) eine gewisse noch néher zu

1) Heber die Darstellung von Fehlergesetzen. Astronomische Nachrichten,
Bd. 143. Nr. 3429.
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bestimmende Function von y, mit ®{y)t, <D{y)2, ... die successiven
Ableitungen von ®, endlich mit A, Au Alt. .. ein gewisses System
von Coefficienten, dann lasst sieb der Verlauf der C.-Gr. mit Hulfe
einer Reihenentwickelung von der Form

AO{y) + A\d>{y\ + A2<D(y)2 + ' m. (3)

darstellen. Man erkennt sofort, wie sich hierdurch die Fragestellung
Fechner’s modificirt: es handelt sich nicht mehr um den Nachweis,
dass die C.-Gr. auf einen bestimmten einfachen Curventypus, namlich
das zweitheilige Gesetz fuhren, sondern darum, jedesmal das fir
einen C.-G. charakteristische "Werthsystem der GroRen h, ¢, A zu
ermitteln und die weitere Untersuchung der vorgelegten Vielheit auf
die Beschaffenheit dieses Werthsystems zu griinden.

Bevor ich zu der Herleitung der in (3) angedeuteten Reihen-
entwickelung ibergehe, moge tber ihre Corivergenz folgende Bemerkung
vorausgeschickt werden. Bei der periodischen Darstellung (2) hat
man, wie in der Lehre von den trigonometrischen Reihen gezeigt
wird, von vom herein die Gewissheit, dass jede periodische Curve
mit absoluter Genauigkeit durch eine convergente Reihe von der
Form (2) wiedergegeben werden kann. Der entsprechende Satz fur
die Darstellung von Haufigkeitscurven scheint bei der Reihe (3) nicht
zu gelten, jedoch kann man, wie ich a. a. O. gezeigt habe, con-
vergente Reihen von der Gestalt (3) bilden, die eine vorgelegte H.-C.,
wenn auch nicht mit absoluter Genauigkeit, so doch innerhalb be-
liebig enger Grenzen wiedergeben. Letzteres reicht aber bei beobach-
teten Curven vollstdndig aus, denn bei diesen sind die Ordinaten
theils mit Beobachtungsfehlern, theils mit den Resten unausgeglichener
Zufalligkeiten behaftet, so dass eine absolute Uebereinstimmung
zwischen Beobachtung und Rechnung nicht einmal theoretisch noth-
wendig ist.

6. Zur Herstellung der Entwickelung (3) kénnen unendlich viele
Functionen G> dienen; selbstverstandlich wird man, wenn nicht be-
sondere Grinde vorliegen, die einfachste bevorzugen. Zu dem Ende
fuhren wir die aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung wohlbekannte
Transcendente O(x) ein, die durch die Gleichung
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V7t d>[x) — 2 r('dt exp (— t2) R
0

definirt wird. Tafeln fur diese Function finden sich an vielen Stellen,
meistens allerdings mit Oberflissigen Decimalen und mit unbequem
groRem Intervall. In der Colleetiv-Malllehre kommt man in der Regel
mit der bandbehen vierstelbgen Tafel aus, die Herr Kadmpfel) aus
einer grofReren Tafel interpolirt bat. In dem Fechner’schen Buche
hat Herr Lipps diese vierstellige Tafel reproducirt und eine fir
manche Zwecke angenehme flinfstellige Tafel hinzugefigt.

Die successiven Ableitungen von d> bezeichnen wir durch An-
héngung der Indices 1, 2, 3, ...; die halbe erste Ableitung ist, wie
aus der Gleichung

yTr<D[X\ — 2 exp (—x2) (®)

hervorgeht, nichts anderes als das einfache Exponentialgesetz.
AuBer der Darstellung (4) benutzen wir noch die andere

co

t<X>[X) = J'~~ sin (2xv) exp (—V2) . (6)

Die Uebereinstimmung der beiden Gleichungen (4) und (6) l&sst sich
mit Hulfe der in der Integralrechnung entwickelten Eigenschaften
der sogenannten Gamma-Functionen unschwer nachweisen, sobald
man in (4) und (6) die rechten Seiten nach Potenzen von x ent-
wickelt.

Bedeutet a eine positive Constante und setzt man in (6) fur v
das Product aw und fir x den Quotienten y : a, so wird

7t (P sin (2yw) exp (— a2iv2).

L&sst man a gegen Null gehen, so geht y : a gegen -(- o0 oder — 00,

je nachdem y positiv oder negativ ist. Nun ist O{y) eine ungerade
function von y, die nach Ausweis der Tafeln fir y — = 0o gleich

1) Philos. Studien, Bd. IX. S. 147—150.
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=+ 1 wird. Man erhélt also, wenn a — 0 gesetzt wird, je nach dem
Vorzeichen von vy,

sin2yw), (f>0),

sin(2yw), [y <0

Wird hierin y von vom herein gleich Null gesetzt, so nehmen die
vorstehenden Integrale statt des Werthes =+ rt den Werth Null an.
Um die hiernach mdglichen drei Félle zusammenzufassen, fuhren wir
das Symbol sg (y) (gesprochen signum von y), ein, das den Werth
+ 1 oder 0 oder — 1 bedeuten soll, je nachdem y positiv oder null
oder negativ ist. Man hat dann

tc Sg(y) __5 dlv{lr sin (2yW) @

Bedeutet i, wie Ublich, die imagindre Einheit V — 1, so kann man
statt der Gleichungen (6) und (7) auch schreiben

Ti O[x) = F dv exp (2ixv — v2), S8

—00

sy = \]f(liyv exp (2iyw), 9

wenn man hinzufligt, dass am Schliisse der Rechnung die imagindren
Bestandtheile einfach fortzulassen sind.

7. Bildet man von (8) ji-mal nach einander die Ableitung nach
X, so erhalt man

e 0(X)} _\]CT\\// (2iV)P exp (2ixv — v2). A0

Neben dieser Integraldarstellung der Ableitungen ist noch eine andere
vorhanden, die sich unmittelbar aus (4) ergibt. Schreibt man die
aus (4) folgende Gleichung (5) in der Gestalt
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Vit ®(X -]- v\ = 2 exp (— (x + fl)2)
=2 exp (— Xl — *Ixv — fl2) day
= YTT <&(*)! exp (— 2xa — fI2),

und entwickelt den letzten Exponentialfactor nach Potenzen von fl
in die Heike
exp (— Ixv — fl2) = 2 R[x)qg{2f1)9, °
12
(=0 1,2 9,

so erhélt man aus (11)

<Dfx + fl)i = O[x\ | J32(e)2f)® .
Differenzirt man links und rechts jo6-mal nach v und setzt dann fl
gleich Null, so wird

O{X)ptl = 2PpP\R{X)p O (*), . (13)

Das Bildungsgesetz der R ergibt sich ohne Schwierigkeit, wenn man
in (12) die beiden Ausdricke

exp (— 2xv) und exp (— fl2)
fur sich nach v entwickelt und die beiden Reihen ausmultiplicirt.
Mau erhélt dann fur die geraden R

1

2*R[x\ = 01 O 1,

. . (2x)2 1

2RI =2 100 (14)

vMmA 1
A B ML

und fur die ungeraden R

200
2R)N = qIX!
(2a:)3 2x
2*R{x)3 or3r 111 a5
(2a:)s5 (AZ a:)3 2a;
2bR{x)» orst THAE o

wo das Gesetz des Fortschreitens unmittelbar ersichtlich ist.
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Die R sind gerade oder ungerade Polynome von X, deren Grad
mit der Nummer des betreffenden R Ubereinstimmt. Beachtet man
nun den Verlauf von <I\, so erkennt man aus (13), dass die ©p fir
groRe Werthe von x in dhnlicher Weise gegen Null gehen, wie Ou wenn
auch die Abnahme mit wachsendem Index immer langsamer erfolgt.
Werden ferner die © als Ordinaten zu den Abscissen x Uber derselben
Abscissenachse abgetragen, so entspricht jedem Maximum oder Mini-
mum einer ©-Curve bei dem nédchstfolgenden © ein Schnitt mit der
Abscissenachse. Beachtet man nun den Satz, dass bei einer stetigen
Curve zwischen zwei Schnitten mit der Abscissenachse stets wenig-
stens ein Maximum oder Minimum liegt, so gelangt man zu dem
Ergebniss, dass ©p im endlichen p Maxima und Minima besitzt und
die Abscissenachse inp — 1 verschiedenen Punkten schneidet. Daraus
folgt dann noch, dass Rp gerade p reelle und von einander ver-
schiedene Wurzeln besitzt, und dass die von den Wurzeln eingenom-
mene Strecke mit zunehmendem Index der R wéchst.

8. Bezeichnet man die Ableitung eines R mit R' und bildet
von (12) die Ableitung nach x, so wird

exp (— 2xv — v2) = — 2 R'(x)q(2vf~I,
woraus durch Vergleichung mit (12) sofort
— R'[X)g = R()q_i (16)
folgt. Ferner liefert die Ableitung von (13)
©P+2 = 2Pp\ R'p<hx + 2Pp\RpQ2.

Driuckt man hierin die © und R' nach (13) und (16) aus, so gelangt
man zu der Recursionsformel

0 = (2p f- 2)Rp+i + 2xRp + Rp_t, 7

aus der dann noch
0 = ©p+2 + 2:Op+l -f- 2p<Dp (18)
folgt. Man kann (18) benutzen, um die héheren © aus den niedri-
geren zu berechnen, indessen nimmt dabei fir groRere X oder p die

Genauigkeit der Rechnung rasch ab, weil dann die Fehler der
niedrigeren © vergréfert in die héheren eingehen.
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Schreibt man die Gleichung (9) in der Gestalt

-r- exp (2iyv — 2ixv)

exp (2%t; — »2) . exp (— 2iXV + vr),

so lasst sich fur den zweiten Exponentialfactor nach (12) die
Reihenentwicklung

exp (— 2ixv + v2) = 2 B(x)q(2iv)q (21)
ansetzen, womit

/?\\// (2iV)q exp(2iyv — V2

tcsgy —x) — 2 R(X)
wird. Hieraus flieRt aber unter Bericksichtigung von (10) sofort die
Reihenentwicklung

sgly—x) = ~R[Xa<Diy. @=0 1 2 ..), (22)

wo unter <0 die Function <D selber zu verstehen ist. Diese Gleichung
wird uns dazu dienen, die gesuchte Darstellung der Haufigkeitscurven
herzustellen.

9. FuUr das Folgende ist es zunéchst erforderlich, den Begriff
der H.-C. schérfer festzusetzen, als es oben geschehen war. Hierbei
werden wir die C.-G. in »stetige« und »unstetige« scheiden, je nach-
dem die mdoglichen Werthe des Arguments eine stetige Mannigfaltig-
keit bilden oder' aber auf ein System discreter Werthe beschrinkt
bleiben.

Wenn man hei einem stetigen O.-G. die moglichen Werthe des
Arguments als Abscissen ahtragt, so werden sie im allgemeinen eine
gewisse endliche Strecke stetig erfullen. Man kann jedoch, z. B.
hei den Beobachtungsfehlem, Falle construiren, bei denen das Gebiet
der mdglichen Argumente in mehrere getrennte Strecken zerféllt,
also »Licken« besitzt. Es ist indessen nicht néthig, darauf besonders
einzugehen, weil der Fall eines lickenhaften Arguments gerade so
zu behandeln ist, wie der eines luckenfreien. Ferner kann es,
namentlich hei theoretisch construirten C.-G., Vorkommen, dass die
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Argumentstrecke nach einer oder nach beiden Seiten hin ins Un-
endliche reicht. Um diesen Grenzfall nicht besonders berlcksichtigen
zu missen, benutzen wir den Umstand, dass die Festsetzung des
veranderlichen Merkmals eines O.-G. noch keineswegs vorschreibt,
wie dieses Merkmal in Zahlen auszudriicken sei. Wenn z. B. bei
einer Becrutentafel die gemessenen Korperlangen in Centimetern an-
gegeben sind, so ist es allerdings naheliegend, mit diesen Zahlen
weiter zu rechnen. Es hindert aber nichts, dass man als Argument
des C.-G. statt der Korperlangen ihre Logarithmen oder irgend eine
andere passende Function zu Grunde legt. Demgemal ist es erlaubt,
wenn das Gebiet des verdnderlichen Merkmals X ins Unendliche
reicht, als Argument z. B. die Grole

y — arc tg x

einzufiihren, wodurch die Argumentstrecke sofort ins Endliche geriickt
wird. Da die gleiche Bemerkung auch- fur unstetige C.-G. zutrifft,
so wollen wir weiterhin voraussetzen, dass die Argumentwerthe, denen
Glieder eines C.-G. entsprechen oder entsprechen konnen, stets
endlich seien.

In der Urliste erscheint der C.-G. als eine Zahlenreihe, deren
Glieder die einzelnen Beobachtungen in derjenigen Anordnung wieder-
geben, in der sie zunédchst erhalten worden sind. Die als beobachtet
notirten Werthe des Arguments mdgen mit a, die Gesammtmenge
der einzelnen Glieder des C.-G. mit m bezeichnet werden, wobei wir
uns die a zugleich immer als Punkte auf einer Abscissenachse
denken. Durch Umordnen der Urliste entsteht die Vertheilungstafel,
die wir uns mit Fechner zweispaltig denken. Die erste Spalte
enthalt die beobachteten a nach ihrer GroRe geordnet, jedoch unter
Fortlassung der Wiederholungen, so dass die aufgefiihrten a sémmt-
lich verschieden sind. Daflr wird in der zweiten Spalte neben jedem
a die Zahl x gesetzt, die angibt, wie oft das betreffende a in der
Urliste vorkommt. Die Summe der % ist offenbar gleich m. Figt
man der Tafel ein nicht beobachtetes a hinzu und setzt fir das ent-
sprechende « den Werth Null an, so wird dadurch an der Bedeutung
der Tafel nichts gedndert, im Besonderen bleibt der Satz m = 2%
bestehen. Unterscheidet man mit Fechner »vollex und »leere« a,
je nachdem das zugehérige « von Null verschieden ist oder nicht,
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g0 kann man demnach die Tafel durch Hinzufiigung beliebig vieler

leerer a erweitern, ohne etwas wesentliches zu &ndern. Eine solche

Erweiterung denken wir uns im besonderen stets nach den Stellen
oo der Abscissenachse hin vorgenommen.

10. Ist nun zunachst ein stetiger C.-G. vorgelegt, so sind die a,
fféil es sich um die Messungen einer stetigen Veranderlichen handelt,
nicht mit absoluter Scharfe, sondern nur abgerundet gegeben. Ein
bestimmtes a ist also jedesmal der Vertreter aller Argumentwerthe,
die zwischen zwei, den Punkt a einschlieBenden Punkten X' und X
[x << *") liegen. Geht das Argument durch x oder X" hindurch,
so andert sich das entsprechende, als beobachtet notirte a sprung-
weise, zugleich wechselt die Abrundung ihr Vorzeichen. Wir wollen
deshalb die Punkte X, x" kurz als »Wechselpunkte« bezeichnen. Dies
vorausgeschickt bilden wir jetzt die Summe aller z, deren a unter-
halb eines vorgeschriebenen Wechselpunktes X hegen, und setzen
diese Summe gleich mH[x)P Da das Product mH die Menge der
Glieder unterhalb x angibt, so kénnen wir H selber als die »relative
Haufigkeit bis zu der Stelle x hin« bezeichnen. Tragt man zu allen
Wechselpunkten x, die auf der Abscissenachse Vorkommen kdénnen,
die entsprechenden H[X) als Ordinaten ab, so erhalt man eine Punkt-
reine P, die anfangs in der Abscissenachse verlauft, dann aufsteigt
und schlieBlich in eine Parallele zur Achse mit dem Abstande Eins
Ubergeht. Da man von der Punktreihe P ausgehend den Inhalt
der Vertheilungstafel rickwarts wieder herstellen kann, so ist in P
offenbar alles enthalten, was die vorgelegten Beobachtungen lber den
betrachteten C.-G. auszusagen gestatten.

Aus der Summentafel, die zu jedem Wechselpunkte * das zu-
gehorige H(x) liefert, kdnnen wir uns jetzt durch irgend ein Inter-
polationsverfahren Werthe von H[Xx) fiir andere, nicht zu den Wechsel-
punkten gehorige X abgeleitet denken, wodurch die Punktreihe P zu
einer Haufigkeitscurve erweitert wird. Der Sinn dieser Curve besteht
dann darin, dass sie angibt, wie viele Glieder unterhalb irgend eines
beliebigen x im Falle abrundungsfreier Messungen erhalten worden
wdren. Die Unbestimmtheit, die mit der vorgenommenen Interpolation
vorldufig verbunden ist, lassen wir einstweilen auf sich beruhen
sie liegt in der Natur der Sache, weil die Ergebnisse aus Messungen

stetiger GroRen wegen der Abrundung im allgemeinen stets nur
Wundt Philos. Studien. XIV. 24
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innerhalb eines gewissen Spielraumes bestimmt sind. Um jedoch die
Unbestimmtheit tliunlichst einzuengen, fiigen wir die, durch passende
Ausfiihrung der Interpolation zu erfullende, Voraussetzung hinzu,
dass die interpolirte Function II(x) stetig sei, ferner eine im all-
gemeinen stetige Ableitung <p(x) besitze und niemals abnehme. Die.
Ableitung cp(x) bezeichnen wir als das »Vertheilungsgesetz« des be-
trachteten C.-Gr. und die entsprechende Curve als die »Vertheilungs-
curve.

Aus der Entstehung des Vertheilungsgesetzes flielen sofort fol-
gende Séatze. Die Function cp ist niemals negativ und fur hinreichend
grofle absolute Betrdge von x constant gleich Null. Da H(— o0)
gleich Null, und H(+ o00) gleich Eins ist, so wird

H(x) =Jx‘cp(t)dt, 11(00)

—00

Ferner ist der Ausdruck

11(c)-11(b) —Jccp(t)dt

6

einerseits gleich der relativen Haufigkeit der zwischen den Argu-
menten b und e liegenden Glieder des C.-G., anderseits gleich dem
Inhalt des Flachenstiicks, das von der Vertheilungscurve, der Ab-
scissenachse und den beiden zu b und c gehdrigen Ordinaten be-
grenzt wird.

Wenn X(x) eine beliebige Function des Arguments x bedeutet,
so denke man sich fur alle Werthe von x zwischen den Grenzen
— o0 die entsprechenden Werthe von X berechnet und daraus, unter
Berucksichtigung der Haufigkeit, mit der die einzelnen x nach dem
Vertheilungsgesetz cp(x) auftreten, das arithmetische Mittel gebildet.
Dieses Mittel nennen wir den »nach cp(x) gebildeten Durchschnitt
von X« und bezeichnen es kurz durch das Symbol D(X), wobei dann
jedesmal das zu Grunde gelegte Vertheilungsgesetz hinzu zu denken
ist. Da die Haufigkeit der x in dem Intervall von x bis x -f- dx
durch das Product cp(x) dx gemessen wird, und da ferner die Summe
dieser Producte den Werth Eins besitzt, so erhalt man fur den be-
trachteten Durchschnitt den Ausdruck
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D(X) = | X{x)g=>{x)dx (24)

11.  Gehen wir jetzt zu den unstetigen C.-G. Uber, fur die als
Beispiel die oben erwadhnte Auszadhlung der Endnullen einer Loga-
rithmentafel dienen kann, so ist zunédchst ersichtlich, dass die be-
obachteten a ahrundungsfrei sind; das einzelne a ist nicht mehr der
Vertreter aller Punkte einer Strecke, sondern bedeutet ausschliellich
den hingeschriebenen Zahlenwerth. In Folge dessen liefert der zu
einem a gehdrige Quotient

xPN@ = *:m

sofort das Vertheilungsgesetz der a. An die Stelle der Function
cp(x) bei den stetigen O.-G. tritt also jetzt eine Function ip[x), die
im allgemeinen Null ist und nur fir die discreten Werthe x = a
die positiven und echt gebrochenen Werthe ip(a) annimmt, wobei zu-
gleich die Summe aller ip{a) gleich Eins wird. Ferner nimmt der
nach ip{x) gebildete Durchschnitt einer beliebigen Function X(x) jetzt
die Gestalt

D(X) — 2 X(a)xp(a) (24 a)
an, wo die Summe Uber alle vollen a der Vertheilungstafel auszu-
dehnen ist.

Um hei der Behandlung der unstetigen O.-G. das fur die stetigen
geltende Schema heibehalten zu kdnnen, wollen wir neben tp[x) noch
ein stetiges Vertheilungsgesetz tp[x) einfihren. Zu dem Ende denke
man sich die Strecken zwischen je zwei auf einander folgenden a
halbirt und behandle diese Halbirungspunkte x genau so, wie vorhin
die Wechselpunkte. Danach hat man also, um zu jedem angesetzten
x das entsprechende 11(x) zu erhalten, die Summe der % fur alle a
unterhalb x zu bilden und diese Summe gleich mH[x) zu setzen.
Die gefundenen H{x) fihren dann, wie vorhin, durch Interpolation
zu einem stetigen Vertheilungsgesetz <p(x), und der Ausdruck

X
(25)

gibt die relative Haufigkeit derjenigen a an, die unterhalb x liegen.
24
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Wird die vorstehende G-leichung benutzt, um aus einem bekannten
rp(x) die 1[x) zu berechnen, so sind selbstverstandlich die x auf die
Halbirungspunkte zwischen den a zu beschrédnken, wenn die H die
Summen der unterhalb x liegenden xp{a) angeben sollen. Auch ist
zu beachten, dass die Punktreihe, die den Verlauf von ip(x) darstellt,
im allgemeinen nicht auf der go-Curve liegen wird.

12. Nach diesen Vorbereitungen konnen wir jetzt die gesuchte
Reihenentwickelung rasch herleiten. Wir fiihren die von x abhéngende
Grolke E(x) durch die Gleichung

2E[¥) =sgb —x) + 1

ein, in der b eine Constante bedeutet. Offenbar wird E gleich Eins
oder Null, je nachdem x unterhalb oder oberhalb b liegt, wé&hrend
man fur x — b den Werth E — \ erhdlt. Bildet man also mit dem
stetigen Vertheilungsgesetz cp(x) nach (24) aus E den Durchschnitt

a

DIE[X)] — IfE(x)cp(x)dx,

so lasst sich die rechte Seite unter Beriicksichtigung von (23) auch
in der Gestalt

6
/ 'cp (x) dx

schreiben, d. h. man erhédlt der Reihe nach
H(b) = DIE(X)],
2H(b) = D[sg{b — x) + 1],
= D[sg[b —x)] + 1,
2H(b) — 1 = JD[sg (b — X)]. (26)
Bedeuten h und c¢ zwei beliebige Constanten, mit der Einschréankung,

dass h stets positiv sein soll, und setzt man in (22) fur x und y die
beiden Verbindungen

h(x—c¢) und h(y — c),
so wird, weil sg (hy — hx) — sg [y — x) ist,
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sg(y —x) = 2 R[h[x —c)q] . <D[hfy —e)lq.

Bildet man hiervon den Durchschnitt nach der Veranderlichen X und
nach dem Vertheilungsgesetz <p(x), so wird nach (26)

2E{y) — 1 = | DIR[h{x—<)])). <D[h(y —¢)la,
k=0 1 2 ..).

Damit ist die verlangte Entwicklung zundchst fur ein stetiges Ver-
theilungsgesetz hergestellt. Sie enthdlt in den (P-Functionen die
beiden verfiigbaren Constanten h und c, wéhrend die Coefficienten
als Durchschnitte der R-GrofRen auftreten und die Constanten &, ¢
ebenfalls enthalten.

Far die unstetigen C.-Gf. l&sst sich die vorstehende Rechnung
mit dem gleichen Erfolge durchfiihren, indessen ist es bequemer,
statt der unstetigen Function xp{x) die stetige Function qv(x) zu be-
nutzen, die in der oben angegebenen Weise aus ip hergeleitet wer-
den kann.

Um Ubersichtlichere Formeln zu erhalten, wollen wir (27) mit etwas
verdnderten Bezeichnungen ansetzen. Ist

y= h[X - C)! \
2nXn = 2<D(y)n, 2An = 2nD[R(y)n], (h = 1,2,...)," (28a)
JQ, = 2H(X) — 1 — <%), )

so wird, weil Rl und D{R0) constant gleich Eins sind,
-Xo = -dj-V, + X2V + + e (28b)

Die GroRen X7~ W2, ... sind aus den am Schlisse angehéngten
und unmittelbar verstandlichen Tafeln direct zu entnehmen. Die
gesuchten Werthe sind dort vierstellig bis zu dem Index 6 und dem
Argument 4,00 gegeben, was bis auf weiteres mehr als ausreichend
sein durfte. In der Regel wird die scharfe Rechnung mit drei
Stellen ausreichen, so dass man, auch bei vierstelliger Rechnung,
sich gewdhnlich um die zweiten Differenzen nicht zu kiimmern hat.

Ueber die Herstellung der Tafeln mége noch Folgendes bemerkt
werden. Die 2400 Tafelwerthe wurden einzeln mit siebenstelligen
Logarithmen berechnet, dann auf sechs Stellen abgerundet und durch
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Differenzen geprift. Aulerdem habe ich zur Contrdle noch jeden
zehnten Tafelwerth unabhéngig nach einem abweichenden Formel-
system abgeleitet. Danach ist zu hoffen, dass die vorliegenden Tafeln
von der volligen Correctheit nur ganz vereinzelt um eine Einheit der
letzten Stelle abweichen. Die Abspaltung der Potenzen von 2 ist
erfolgt, um bei der Rechnung mit Zahlen von einigermalien gleicher
GroRenordnung zu thun zu haben.

13. Zur Berechnung der X.-GrtRen ist es néthig, dass man
zuvor Verfugung Uber die einstweilen unbestimmt gelassenen Con-
stanten h und c getroffen habe. Selbstverstandlich wird man die h,
¢ nicht willkirlich, sondern so wéhlen, dass sie zu der Beschaffenheit
des C.-G. eine bestimmte Beziehung haben. ' Zu dem Ende wollen
wir die GroBen h und ¢ aus der Bedingung bestimmen,’ dass die
beiden Coefficienten Al und A2 verschwinden. Damit wird zunéchst

0 = Ai = D[B(y)i] = D[—K[x — o) ,
0 =—hD(X + Ac,
e = D(x). (29)
Diesen besonderen Werth von ¢ wollen wir mit 0 bezeichnen. Als

eine erste, meistens schon recht genaue Anndherung kann man den
Durchschnitt aus den a benutzen, d. h. ansetzen

o =(2za) . (22).

0 — A2 — 2D[R(Y)]
= D[A2(® — c)2 —f],

Weiter wird

also, wenn wir das gesuchte h mit h0 bezeichnen,
2hID[[x —e)] = 1. (30)

Fiar die D-GroRe erhédlt man eine N&herung, wenn man aus den
Quadraten der a — ¢ den Durchschnitt bildet, also den Quotienten

[2za—¢)]:[22)

berechnet. Da indessen die Ansetzung der Quadrate bei einem um-
fangreichen C.-G. immerhin lastig ist, und da ferner zundchst nur
ein vorlaufiger Werth von h0 néthig ist, so kann man die Rechnung
auf folgende Weise abkiirzen. Wenn das Zeichen |5t den absoluten
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Betrag von x bedeutet und wenn ferner die Vertheilung der x durch
das Gi-auR’sche Gesetz gegeben ist, so gilt, wie in der Fehlertheorie
gezeigt wird, die Gleichung

2D[x) — r[2)(=])]2.

Geht man nun davon aus, dass die Vertheilung der a — c in der
Regel mit einer gewissen, wenn auch manchmal rohen, Anndherung
dem Gaul¥’schen Gesetze folgt, so kann man nach den Formeln

M=[2 %a—¢]) : [2 2), 7t(hM)2 =1
rechnen.

Die GroBen h0 und c0 haben in der Fehlertheorie eine wohl-
bekannte Bedeutung. Unterliegen die Fehler einer gemessenen
Grolle x dem Gauld’schen Gesetz, so ist e0 der wahre Werth von
X, und h0 die »Pracision«. Berechnet man ferner die GroRe s aus

2(M2 = 1,

so ist s der »mittlere Fehler« der Messungen. Da die einfache
Uebertragung dieser Worte in die Collectiv-MaRlehre zu manchen
Schiefheiten fuhren wiirde, so erscheint es angezeigt, andere Be-
zeichnungen zu wéhlen. Die Grole c0 heildt bei Fechner »arith-
metisches Mittel« des C.-G.; in unserem Gedankengange ist &0 gleich
D(x), kann also kurz der »Durchschnitt der x« genannt werden.
Die Gr6lRe s kann man passend als die »Streuung« des C.-G. be-
zeichnen, denn je groRer s ist, desto weiter dehnt sich die Strecke
aus, Uber die sich die Werthe der a ausbreiten. Fur h0 kann eine
besondere Bezeichnung entbehrt werden, weil h0 nur als eine Hulfs-
grolRe der Rechnung auftritt, sobald D[x) und s als charakteristische
Stiicke des C.-G. aufgefasst werden. Dazu kommt noch ein anderer
Umstand. Die beobachteten a sind bei den stetigen C.-G. in der
Regel ausgedehnte GroRen, denen eine bestimmte Dimension zukommt.
Die gleiche Dimension kommt dann auch den GroRen X, ¢, S zu,
wéhrend h zu diesen GroRRen hinsichtlich der Dimension reciprok ist.
Zur Veranschaulichung der Resultate ist also s sicher passender als h.

Hat man einen C.-G. durch Entwicklung nach den X-GroRen
in einer die Beobachtungen erschopfenden Weise dargestellt, so er-
scheinen als die ihn charakterisirenden Bestimmungsstiicke erstlich
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D[X) und s, d. h. Dursclischnitt und Streuung, zweitens die Reihe

der Coefficienten A, Ait ... die als dimensionslose Zahlen auf-
treten und in einfacher Weise mit den Durchschnitten D(R) Zusam-
menhangen.

14. Es ist nun noch zu zeigen, wie sich auf Grund der bis-
herigen Entwicklungen der Gang der Rechnung im einzelnen gestaltet.
Wenn die Vertheilungstafel vorliegt, so ist zundchst eine »Summen-
tafel« zur Berechnung der H(X) herzustellen. Hierbei verfahrt man
zweckmélig in folgender Weise. Man legt in der Vertheilungstafel
den «-GroRRen einen leeren Werth, namlich a — — oo, vor, ordnet
diesem aber nicht den ihm zukommenden Werth z =0 zu, sondern
den Werth — \m. Mit dieser vorgelegten Zeile beginnend fihrt
man nun schrittweise das Aufsummiren der Z aus, das offenbar mit
dem Werthe + | m schlieBen muss. Die einzelnen Summen liefern
dann nicht die GréRen mH, sondern die Werthe von

\MITX) — 17,

aus denen durch Division mit \m sofort die beiden ersten Terme
des Ausdruckes von X0 hervorgehen.

Der zweite Schritt ist die Berechnung der vorlaufigen Werthe
von D(x) und h, woriiber schon oben das Notlilge gesagt worden
ist. Daran schliel3t sich die Festsetzung der X, d. h. der Wechsel-
oder Halbirungspunkte, fur die man die Gleichungen (28 h) bilden will.
Ist die Vertheilungstafel nur kurz, so wird man alle Punkte der
genannten Art, die zwischen den beiden &uRersten vollen a liegen,
heranziehen, wahrend man sich bei sehr langen Vertheilungstafeln
unter Umstdnden mit einer Auswahl passender Punkte begniigen
kann. Nach erfolgter Wahl der X sind die Argumente Yy der
A-GroRen zu bilden und an der Hand der Tafeln die Gleichungen
(28 h) anzusetzen, aus denen die gesuchten Unbekannten A ermittelt

werden sollen.

In der Regel wird die Anzahl der Gleichungen groRer sein, als
die der Unbekannten, so dass eine Ausgleichung erforderlich ist.
Da die Grinde, die in der Fehlertheorie die Bevorzugung der Me-
thode der kleinsten Quadrate rechtfertigen, im vorliegenden Falle
nicht durchschlagend sind, so bleibt dem Rechner bei der Wahl des
zu benutzenden Ausgleichungsmodus ein ziemlich weiter Spielraum.
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Recht brauchbar ist hier das Cauchy’sche Yerfahren, zumal es
wegen der schrittweise erfolgenden Elimination der Unbekannten
schon wahrend der Rechnung zu (bersehen erlaubt, wie viele von
den Unbekannten tUberhaupt mitzunehmen sind.

Statt des Systems (28b) kann man auch die Bedingungen be-
nutzen, die aus jenem System entstehen, wenn man darin jede
Gleichung von der folgenden abzieht. Hierbei wird man vor Aus-
fuhrung der Subtraction am Anfang und Ende noch die beiden
Gleichungen hinzufiigen, die zu dem Argument X — *00 gehdren,
weil andernfalls die beiden &ufRersten Gleichungen von (28 b) ver-
loren gehen wirden. Man gelangt damit zu derjenigen Anordnung,
die bisher bei der Bearbeitung von statistischen Curven bevorzugt
worden ist. In dem umgeformten System erfahren die Ooefficienten
der Unbekannten um so mehr Zeichenwechsel, je héher ihr Index
ist. In Folge dessen wird das an sich sehr primitive Mayer’sehe
Yerfahren brauchbar. Werden die umgeformten Gleichungen in der
Gestalt

To — AITH + A2T2 -f- A3 T3 + ... (31)

geschrieben, so multiplicire man zur Bildung der ersten Normal-
gleichung jede Gleichung (31) mit ihrem sg(2\) und summire die
Producte. Eben so multiplicire man fur die zweite Normalgleichung
jede Gleichung (31) mit ihrem sg(T2) und summire wieder, u. s. w.,
bis die ndthigen Normalgleichungen gebildet sind, deren Aufldsung
dann die gesuchten A liefert. Fuhrt man die Rechnung aus, so er-
kennt man bald, dass sich die Normalgleichungen auch direct aus
(28b) nach einer einfachen Regel héatten bilden lassen. Mau wird
hierdurch auf einen Weg gefihrt, der da, wo er zuléssig ist, vor
allen anderen den Yorzug verdienen dirfte. Angenommen, bei einem
vorgelegten stetigen O.-G. seien die a-Intervalle so klein, dass trotz
eines groRen m die % im allgemeinen nur kleine Werthe besitzen,
dann wird man aus der Summentafel die //-Gr6Ben nicht bloRR fur
die angesetzten Wechselpunkte, sondern auch fur irgend welche x
durch Interpolation mit ausreichender Sicherheit entnehmen kénnen.
Damit ist nun die Mdglichkeit gegeben, die Gleichungen (28b) fir
em System der y-GroRen zu bilden, das im voraus und ein fur alle-
Nal fest vorgeschrieben ist. Das Gleiche gilt dann aber auch fir



364 H. Bruns.

die Ji[, X.2, . .. und fur die Eliminationsfactoren, so dass die Auf-
I6sung darauf hinauskommt, aus den GroRen Vn mit fest vorge-
schriebenen Multiplicatoren gewisse lineare Verbindungen zu bilden.
Ein sehr geeignetes System erhdlt man, wenn man fur die y die
Wourzelwerthe der R-GréRen wahlt, weil dadurch zugleich auch die
Maxima und Minima der ©-GroRen bericksichtigt werden. Ich
unterlasse es jedoch, hier auf dieses Verfahren néher einzugehen,
weil einer meiner Schiler damit beschéaftigt ist, die von Fechner
behandelten Félle nebst einer Anzahl neuer Beispiele nach der oben
aus einander gesetzten Methode zu bearbeiten, wobei sich zugleich
Gelegenheit bieten wird, verschiedene Einzelheiten zu berihren.

15. Die Ausgleichung schlieBt mit der Aufstellung der Wider-
spriiche »Beobachtung minus Rechnung«. Damit sind die auszu-
fihrenden Rechnungen in der Regel jedoch noch nicht beendigt,
weil die erste Ausgleichung fir die Coefficienten Al und A2 meistens
Werthe ergehen wird, die nicht als verschwindend anzusehen sind.
Man hat in Folge dessen aus den vorldufigen Werthen der h, ¢, A
noch die endgultigen Zahlen herzuleiten. Zur Berechnung von h{
und c0 aus den gefundenen Werthen von Av und A2 hat man die
Gleichungen

At — he — hD[Xx), A2 = h2D[[x — ¢)]] — F,
0 = h0c0 — h0D(x), 0 = h\D{{x — e0)] —\
zu benutzen. Aus der ersten und dritten Gleichung folgt
Ai = h[c — c0), (32)

womit man zundchst ¢ findet. Die zweite und vierte Gleichung
lassen sich, wenn man die zu h und h0 gehdrenden Streuungen s
und s0 durch die Bedingungen

2(fes2 =1,  2(2.0802 = 1
einfihrt, in der Gestalt
(1 + 2A2)s? = D[(x — ¢)2], sl = D[(x — c0)2]
schreiben, woraus durch Subtraction
(1 + 2A2)s2 —s* = Z2>[(2x — ¢ — e0)(ed — ¢)] = (e0 — c)2

oder
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=01+ 2A2)s2 __ (c0 __ «¢)2 (33)
folgt. Besitzen die Verbesserungen von h und c groRere Werthe, so
wird eine Wiederholung der Ausgleichung mit den verbesserten h, c
rathsam sein. Im anderen Falle kann man die Verbesserung von
A3 Aj, . .. auf folgende Weise direct finden. Man bezeichne die Co-
efficienten der Reihe mit A oder B oder C, je nachdem sie mit den
Werthepaaren h, ¢ oder h, c0 oder h0, c0 gebildet worden sind,
so dass

2An = 2*D{R[h(x — ¢)\n), 2Bn = 2*D{R[h(z — €0)],,),

2 Cn = 2nD(R[h( (x — Co)]*)
wird, wobei die GroRen A0, B0, C0 gemeinsam den Werth | besitzen.
Dann kann man nach (12) zunéchst ansetzen

_Dlexp (— 2hxv + 2hcv — p2)] = 2 2 Anvn,
D[exp (— 2hxv + 2hcOv — v2)] = 2 2 Bnvn.
Mit der Abkiurzung F— 2h(c0 — c) liefert die Division der beiden
vorstehenden Gleichungen
- Bnvn = exp (fv) 2 Anvn,

woraus durch Ausmultipliciren auf der rechten Seite nach einer kleinen
Reduction die Gleichungen

Bt = 0,

B2 = Ai-$Bp,

Bi — A} + AWf— 4/2,

A — At + AT + \A2F — ,

Bb — A5 + A4F + \A3F2 + hA2F3 — o\V//'5 |

B& = A + T+ + \AUFH + A4 —

folgen. Damit ist Umwandlung der A in die B gegeben. Um die
B in die C zu verwandeln, setze man mit den Abkirzungen

K:h—g, gF—i—Kk
nach (12) die Gleichungen
Dlexp (— 2hxgv + 2hcigv — #2»2)] = 22 Bn(gv)n,
) [exp (— 2haxv + 2h0cOv —Vv'1)] =222 Cnvn

an’ deren Division auf
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S Cnvn = exp (kv2) 2 Bn[gv)n
und weiter auf
g =C=0,

Ca = £33,
35
Q — B5<p + B3gk,
C6 = B,g* + B"ghlc — **»
fohrt. Die Anwendung der Formeln (34) und (35) wird offenbar um
so bequemer, je kleiner f und k sind.

16. Vergleicht man die hier gegebenen Rechnungsvorschriften
mit dem Verfahren Fechner’s, so erkennt man, dass die beiden
Methoden von der priméren Vertheilungstafel an aus einander gehen.
Fechner leitet, weil fur ihn die Kenntniss des »dichtesten« Werthes,
d. h. des Maximums von rp(x'j, unentbehrlich ist, aus der priméren
Tafel eine »reducirte« her, in der die unregelméfl3igen Spriinge der
primaren Tafel moglichst ausgeglichen sind, und passt dann sein
zweitheiliges Gesetz durch angemessene Wahl der drei darin ent-
haltenen willkirlichen Parameter der beobachteten Curve moglichst
gut an. Im vorliegenden Falle wird das Maximum von < nicht ge-
braucht. Winscht man es zu kennen, so geniigt es, von der rechten
Seite in (27) die zweite Ableitung zu bilden, dann dazu fur die
Gegend des Maximums eine kleine Ephemeride zu rechnen und aus
dieser das Argument zu entnehmen, fir welches die genannte Ab-
leitung verschwindet. In &hnlicher Weise l&sst sich auch der »Cen-
tralwerth« finden, d. h. die Stelle, an der H gleich \ wird, oder die
beiden Seiten von (27) verschwinden. Im Ubrigen liegt offenbar der
wesentliche Unterschied der beiden Methoden nicht in dem Aeuler-
lichen der Rechnung, sondern darin, dass in der Reihe (27) zur Dar-
stellung eines vorgelegten C.-G. dem Rechner eine, theoretisch un-
begrenzte, Anzahl von Constanten zur Verfugung steht, wéhrend bei
Fechner nur drei Constanten verflgbar sind.

Zum Schlisse mag noch ausdriicklich hervorgehohen werden,
dass die angewandte Darstellung nicht die einzige denkbare und auch

sicherlich nicht die einzige brauchbare ist. So kann man z. B. aus
der Reihe (27) eine andere herleiten, deren Glieder sdmmtlich die

Gestalt I0[h{x — ¢]]
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besitzen, und in der die Constanten |, h, ¢ von einem Gliede zum
anderen ihren Werth andern, wahrend die Summe der | gleich Eins
ist. ' Wenn ein O.-G. eine solche Darstellung mit positiven | zulésst,
so kann man das dahin deuten, dass er durch Mischung von anderen
O.-G. entstanden sei, die einzeln dem einfachen Exponentialgesetz
gehorchen. Derartige Falle sind bei Reihen von Beobachtungsfehlern
nachweisbar. Auf der anderen Seite l&asst sich das Auftreten nega-
tiver | dahin deuten, dass zwar eine Mischung von einfachen Ex-
ponentialgesetzen vorliege, dass aber gewisse, zur Vollstandigkeit der
Mischung nothwendige Bestandtheile fehlen. Ein solcher Fall wirde
z. B. vorhegen, wenn bei einer Messungsreihe starker abweichende
Beobachtungen unterdriickt und die Fehler der (brig bleibenden
Messungen zu einem O.-G. vereinigt werden.

Eine weitere Abanderung von (27) ergibt sich aus folgender Be-
trachtung. Man denke sich, dass bei der Beobachtung eines C.-G.
dem Beobachter alle a, die auBerhalb einer gewissen Strecke liegen,
unzugénglich bleiben, dass also der C.-G., wie wir kurz sagen kdnnen,
>unvollstandig« ist. Behandelt man nun eine solche Reihe nach dem
fur vollstdndige C.-G. geltenden Schema, so erhalten die in (27)
ndthigen //-GroRen offenbar nicht die richtigen Werthe, weil sie
erstlich mit einem zu kleinen m berechnet werden, und zweitens
sdmmtlich um denselben constanten Betrag entstellt sind. Diesen
Umstand kann man aber dadurch beriicksichtigen, dass man auf der
rechten Seite von (27) ein constantes unbekanntes Glied hinzuflgt
und ferner dem Gliede, das die Function ® selber enthélt, statt des
Coefficienten Eins einen vorldufig unbekannten Coefficienten gibt.
Selbstverstéandlich liefern dann die aus der Ausgleichung hervor-
gehenden Werthe der Coefficienten von ©,,... nicht die Grélen
-U(-R), sondern die mit dem Coefficienten von <> multiplicirten Durch-
schnittsgrofen.

Mit den vorstehenden Bemerkungen will ich abbrechen. Fur
die weitere Entwicklung des von Fechner entworfenen Systems der
»empirischen Haufigkeitslenre« ist vor allem erforderlich, dass zu-
néchst einmal ausgedehnte Anwendungen vorliegen, die Uber das
Gebiet der bloBen Rechnungsbeispiele hinausgehen.

Leipzig, 27. Juni 1898.
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