Die Theorie der Collectivgegenstande.

Von
Gottl. Friedr. Lipps.

Die folgenden Untersuchungen wurden durch die CollectivmaRi-
lehre Fechner’s und durch die Contributions to the mathematical
theory of evolution, die Pearson in den Philosophical Transactions
of the Royal Society of London verdffentlicht hat, angeregt. Sie
grinden sich jedoch weder auf das Werk Fechner’s noch auf die
Forschungen Pearson’s, sondern geben eine neue Theorie der Col-
lectivgegenstande, zu der mich die Erkenntniss fihrte, dass die von
Fechner und Pearson ausgebildeten Methoden zwar weit ber den
von Quetelet vertretenen Standpunkt hinausfiihren, aber doch ihrem
Wesen nach mit Mangeln behaftet sind, die auch bei der Anwendung
der zuerst von Bruns empfohlenen und fir die Collectivgegenstéande
nutzbar gemachten Methoden zur Darstellung willkirlich gegebener
Functionen nicht Uberwunden werden koénnen (vergl. 11 8 4).

Als wesentliche Stiitze habe ich bloR das Theorem Jakob Ber-
noulli’s in der urspringlichen Form, welche die Ars conjectandi
gibt, und die Theoria combinationis observationum erroribus minimis
obnoxiae von Gaufy zu nennen. Die Bedeutung des Bernoulli-
schen Theorems erhellt aus den Erdrterungen Uber die Methoden
der Wahrscheinlichkeitsbestimmung (I § 6). Beziiglich des Zusam-
menhangs der im zweiten Capitel entwickelten Methode der Mittel-
werthe mit dem von GauR in der erwahnten Abhandlung aufgestellten
Princip des mittleren Fehlers verweise ich auf Il § 5.
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I. Die inductive Wahrscheinlichkeitserkenntniss.

8 1. Denkgegenstand und Begriff.

Ein beliebiger, aber bestimmter Gegenstand des Denkens, der
durch A bezeichnet werden mdge, sei gegeben.

Da A als gegeben angenommen wird, bleibt seine Herkunft un-
erortert. Es ist jedoch klar, dass A einerseits in der urspriinglich
und schlechthin gegebenen Welt des Bewusstseins wurzelt und ander-
seits der Bethatigung des Denkens sein Dasein verdankt. Denn nie-
mand wird daran zweifeln, dass es weder aus Nichts erschaffene,
noch von vom herein vorhandene Gegenstdnde des Denkens gibt.
Die Annahme von A setzt demnach voraus, dass an irgend einem,
aus Empfindungen und Gefuihlen bestehenden, rédumlich und zeitlich
geformten Inhalte des Bewusstseins das Denken sich irgendwie be-
thatigt habe und so zu A gelangt sei.

Ein Bewusstseinsinhalt liegt somit zu Grunde. Er gibt dem
Denkgegenstande die reale, psychische Existenz. Es ist jedoch gleich-
gultig, von welcher Art er ist, und ob der Inhalt in seiner rdum-
lichen und zeitlichen Wirklichkeit, oder ob nur ein durch das Denken
abgesonderter und hervorgehobener Bestandteil jenes Inhalts zum
Gegenstdnde des Denkens gemacht wird.

Wie dem auch sein mag: in jedem Falle muss eine angebbare
Beschaffenheit vorhanden sein. Denn A ist ein bestimmter, von an-
deren unterscheidbarer Gegenstand des Denkens. Die Bestimmtheit
beruht auf dem Denken, durch das A in seiner Besonderheit erfasst
und unterschieden wird. Da nun das Denken im Urtheilen sich voll-
zieht, so muss es moglich sein, die Beschaffenheit von A durch Ur-
teile, deren logisches Subject A ist, anzugeben. Jedes Urtheil aber,
das nicht bloB das Vorhandensein von A behauptet, das also nicht
ein bloRes Existentialurtheil ist, setzt A zu anderen Denkgegenstdnden
m Beziehung. In solchen Beziehungen besteht die logische Bestimmt-
heit von A. In ihnen bietet sich das von A Erkannte oder Begrif-
fene — der Begriff von A dar. Mit der Annahme eines bestimmten
A wird daher zugleich ein Begriff von A vorausgesetzt. Der Begriff
bestimmt oder definirt A.

Die zum Erfassen und Begreifen von A fiihrende Denkarbeit
vT
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lasst den zu Grunde liegenden Bewusstseinsinhalt unveréndert. Es
haften nur die Denkacte an jenem Inhalte, so dass Denkgegenstand
und Begriff sich bilden. Der Vollzug dieses Denkprocesses ist durch
die Bedurfnisse und die Fahigkeiten des nach Erkenntniss strebenden
Geistes bedingt. Dabei kann eine groRere oder geringere Vollstan-
digkeit erreicht werden. Es werden darum im allgemeinen Besonder-
heiten des vorliegenden Bewusstseinsinhaltes unbericksichtigt bleiben,
einestheils, weil das Denken an ihnen kein Interesse hat, anderntheils,
weil das Denken ihre Bedeutung nicht zu erkennen vermag. Dies
ware nur dann ausgeschlossen, wenn der zu Grunde liegende Be-
wausstseinsinhalt in allen denkbaren Beziehungen klargestellt wére, so
dass er selbst in seiner Individualitdt den Denkgegenstand A bildete,
und zugleich der Begriff des individuellen Bewusstseinsinhaltes ge-
wonnen wirde. So lange dies nicht der Fall ist, dirfen die auer
Acht gelassenen Besonderheiten als abstufbar und veranderlich vor-
ausgesetzt werden, so dass andere Bewusstseinsinhalte an Stelle des
vorhandenen treten kdnnen, die alle in gleicher Weise das Erfassen
und Begreifen von A gestatten. Jeder einzelne der eine begrenzte
oder unbegrenzte Mannigfaltigkeit bildenden Bewusstseinsinhalte fallt
unter den Begriff von A\ und man kann diese Mannigfaltigkeit als
den Umfang des Begriffs bezeichnen, wéahrend unter dem Inhalt des
Begriffs die Gesammtheit der A bestimmenden Beziehungen zu ver-
stehen ist.

Wird den im vorliegenden Begriff zusammengefassten Bezie-
hungen eine neue beigesellt, so verandert sich mit dem Begriff zu-
gleich der Denkgegenstand. Sein psychisches Substrat bleibt aller-
dings dasselbe; aber seine logische Bestimmtheit wird anders und
somit ist er selbst nicht mehr der alte. Weil er aus dem vorhandenen
A entsteht, mége er A' heilen. Da A die Voraussetzung fur A ist,
so ist klar, dass jeder Bewusstseinsinhalt, der das Erfassen und Be-
greifen von A gestattet, nothwendig auch das Erzeugen von A er-
moglicht. Es kann aber sehr wohl ein Bewusstseinsinhalt mit den
fur A geltenden Beziehungen behaftet sein, ohne zugleich die neue,
A charakterisirende Beziehung zu zeigen. Der Begriff von A hat
darum keinen groReren Umfang als der Begriff von A\ er kann aber
einen, ebenso grolRen oder kleineren Umfang haben. Ist der Begriffs-
umfang von A gleich demjenigen von A, so dass jeder Bewusstseins-
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Inhalt, der als A gedacht werden kann, auch die zu A filhrende
Beziehung aufweist, so hat A" als der im Vergleich zu A vollkommener
bestimmte Denkgegenstand zu gelten: der Begriff von A' stellt sich
als eine Ergédnzung des Begriffs von A dar. Dann ist kein Anlass,
den Unterschied von A' und A in der sprachlichen Bezeichnung her-
vorzuheben, sondern dasselbe Wort wird im allgemeinen sowohl Al
als auch A bezeichnen. Gibt es hingegen Bewusstseinsinhalte, die
unter den Begriff von A fallen, ohne jener neuen Beziehung theil-
haftig zu sein, so ist der Begriffsumfang von A kleiner als derjenige
von A. Der Uebergang von A zu A fiihrt alsdann zu einer Ver-
engerung des Begriffs von A und es ist nothwendig, auch sprach-
lich A von A zu unterscheiden. In dem einen wie in dem andern
Falle kann A das durch die neue Beziehung naher bestimmte A
genannt werden.

Folgendes Beispiel diene zur Erlduterung:

Ein Blatt Papier, auf dem drei sich schneidende gerade Linien
ausgezogen sind, kann den Bewusstseinsinhalt bilden, an dem das
Denken sich bethatigt und durch alleiniges Beachten der Form des
allseitig umgrenzten Ebenentheils das Dreieck als Denkgegenstand A
erzeugt. Das deutliche Erfassen dieses A hat zur Voraussetzung,
dass die Dreiecksform von anderen geometrischen Formen unter-
schieden und durch Besonderheiten, die nur dem Dreieck zukommen,
gekennzeichnet wird. Der so zu Stande kommende Begriff des Drei-
ecks findet in der Definition: »das Dreieck ist ein von drei Geraden
vollstdndig umgrenzter Ebenentheil« seinen Ausdruck. »Ebenentheil«
»vollstdndige Umgrenzung«, »gerade Linie«, Anzahl »drei« sind so-
mit die Denkobjecte, mit denen das Denkohject »Dreieck« in Bezie-
hung steht. Diese Beziehungen sind enthalten in den Urtheilen: das
Dreieck ist ein Ebenentheil, ist allseitig begrenzt, hat geradlinige
Grenzen, hat drei Grenzlinien. Wird das Dreieck in dieser Weise
begriffen, so sieht man ein, dass nicht nur der vorliegende, sondern
jeder andere, durch drei Gerade vollstindig umgrenzte Ebenentheil
ebenso bestimmt ist und unter den Begriff des Dreiecks féllt. Denn die
Lage und GroRRe der Seiten und Winkel, durch welche sich die ein-
zelnen Dreiecke unterscheiden, bleibt unbeachtet. Jede die Lage und
.GrolRe der Seiten und Winkel betreffende Bestimmung verandert daher
den angegebenen Begriff des Dreiecks. Wird z. B. festgesetzt, dass

Wnn dt, Philos. Studien. XVII. 6
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zwei Seiten einander gleich oder senkrecht zu einander gerichtet sein
sollen, so wird der Begriffsumfang verengert. Denn von der urspriing-
lichen Mannigfaltigkeit der Dreiecke werden alle diejenigen, welche drei
verschieden grofle Seiten oder keinen rechten Winkel haben, ausge-
schieden. Wird hingegen erkannt, dass die Winkelsumme des Dreiecks
gleich zwei Hechten sei, so tritt keine Verengerung, wohl aber eine Er-
ganzung des Begriffs vom Dreieck ein. Der Begriff wird nicht veren-
gert, weil alsdann die drei Winkel eines jeden, von drei Geraden voll-
standig umgrenzten Ebenentheils zusammen zwei Rechte betragen. Der
Begriff wird hingegen ergénzt, weil die urpriingliche Definition des
Dreiecks, wie die Nicht-Euklid’sche Geometrie lehrt, sich auch mit
der Annahme, dass die Summe der Dreieckswinkel kleiner oder groRer
als zwei Rechte sei, vertragt. Denn der Satz: »die Winkelsumme
ist gleich zwei Rechten« steht und fallt mit der Voraussetzung, dass
es zu einer gegebenen Geraden durch einen gegebenen Punkt eine
und nur eine Parallele gibt.

Es zeigt sich so, dass Denkgegenstand und Begriff unldslich
mit, einander verbundene Erzeugnisse des Denkens sind. Der Denk-
gegenstand ist das an einem zu Grunde liegenden Bewusst-
seinsinhalt durch das Denken Erfasste und Hervorgeho-
bene Der Begriff ist die Definition eines Denkgegenstandes,
d. h. die einen Denkgegenstand bestimmende Erkenntniss.

Diese enge Zusammengehdrigkeit kann Anlass sein, Denkgegen-
stand und Begriff mit einander zu vermengen. Die Beachtung des
Unterschieds dient aber, wie ich glaube, wesentlich zur Klarung und
Sicherung der mannigfachen Schwankungen!) unterworfenen Auffas-

1) Sigwart (Logik, L, 2. Aufl. 1889, S. 316 ff.) unterscheidet eine drei-
fache Bedeutung des Wortes »Begriff«: eine empirische, fir welche der Begriff
ein durch ein Wort bezeiehnetes natiirliches psychologisches Erzeugniss in der
Gestalt einer allgemeinen Vorstellung ist; eine ideale, metaphysische, wonach der
Begriff den Zielpunkt des Erkenntnissstrebens angibt und der Ausdruck des
Wesens der Dinge ist; eine zwischen der empirischen und metaphysischen Be-
deutung liegende logische, welche Bestimmtheit und allgemeine Gultigkeit der
Vorstellungen ohne Riicksicht auf die Uebereinstimmung zwischen Gedachtem
und Seiendem fordert. — Wundt (Logik, I., 2. Aufl. 1893, S. 94 ff) bezeichnet
als logischen Begriff jeden Denkinhalt, der aus einem Urtheil durch Zergliede-
rung desselben gewonnen werden kann, und als wissenschaftlichen Begriff das aus
einer Reihe von Urtheilen sich ergebende Resultat einer Erkenntniss, wonach der
logische und der wissenschaftliche Begriff als Anfang und Abschluss in der Ent-
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sungsweise des Begriffs. — So ist ja auch ein rdumlich wahrgenom-
mener Gegenstand nothwendig rdumlich bestimmt oder umgrenzt.
Man wird aber den rdumlich umgrenzten Gegenstand nicht mit der
radumlichen Umgrenzung des Gegenstandes verwechseln. Ueberdies
muss schon aus dem Grunde Denkobject und Begriff unterschieden
werden, weil der Begriff selbst zum Denkobjecte werden kann. Denn
wenn in der Geometrie das Dreieck Gegenstand der Untersuchung
ist, so kann in der Logik und Erkenntnisslehre der Begriff des Drei-
ecks oder auch die Entstehung dieses Begriffs zum Eorschungsobjecte
werden.

Indessen ist hier nicht der Ort, auf die Bedeutung der hervor-
gehobenen Unterscheidung fur die logische Lehre vom Urtheil und
Begriff einzugehen. Die soeben angegebene Auffassungsweise des
Begriffs muss aber beachtet werden, weil auf ihr die folgenden Dar-
legungen Uber deductives und inductives Erkennen im allgemeinen
und Uber inductive Wahrscheinlichkeitserkenntniss insbesondere be-
ruhen.

§ 2. Deduction und Induction.

Ich frage nun: wie kann die in dem Begriff des gegebenen A
vorliegende Erkenntniss einen Zuwachs erhalten?

Diese Frage kann zundchst bestimmter gestellt werden. Denn
jegliches Erkennen, das nicht in dem Erkennen des blofien Vorhan-
denseins von Denkgegenstanden besteht, ist ein Erkennen von Bezie-
hungen zwischen verschiedenen Denkgegenstdnden. Ein Zuwachs zu
der beziglich A vorhandenen Erkenntniss erfolgt daher nur dann,
wenn erkannt wird, dass ein bis jetzt noch nicht auf A bezogener

Wicklung des Denkens sich gegeniiberstehen. — Ohne auf solche Unterscheidungen
einzugehen, nennt Th. Lipps (Grundziige der Logik, 1893, S. 124; den Begriff
die Bedeutungssphére eines "Wortes. Der Begriff ist »die Sphére mdoglicher Be-
wusstseinsobjecte, die und sofern sie in einem sprachlichen Ausdruck ihren zu-
sammenfassenden Mittelpunkt und damit zugleich ihre Abgrenzung gefunden
haben«. — Schuppe hingegen (Erkenntnisstheoretische Logik, 1878, S. 121) sagt:
»Der Begriff im eigentlichen Sinne kann Uberhaupt nur gedacht werden als das
Zusammen eines Subjectes mit Prédicaten«. Er entsteht nicht nur, sondern er
besteht aus Urtheilen; und er ist »nicht das abgesondert von dem hervorbrin-
genden Urthell existirende Resultat desselben, sondern er ist selbst dieses Urtheil,
reap, eine Mehrheit solcher Urtheile«.

[
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Denkgegenstand in einer Beziehung zu A steht. Dieser neue Denk-
gegenstand mdge durch B und die Beziehung zwischen A und B
durch A; B) bezeichnet werden. Die Frage, wie die Erkenntniss
einen Zuwachs erhalten kann, darf daher durch die bestimmtere Frage
ersetzt werden: wie kann die Zugehdrigkeit eines bis jetzt noch nicht
auf A bezogenen B zu A, oder wie kann die Beziehung (A; B) er-
kannt werden?

Da diese Beziehung erst erkannt werden soll, so darf sie nicht
als bekannt vorausgesetzt werden. Sie kann daher nicht den Inhalt
eines unmittelbar vollziehbaren Urtheils bilden, sondern muss er-
schlossen werden. Soll aber (A; B) erschlossen werden, so muss eine
Beihe zusammenhéngender Denkacte ausgefiihrt werden, die eine
Verbindung zwischen A und B herstellen. Dies setzt voraus, dass
insbesondere ein an A anknupfender Denkact ausfilhrbar sei. Es ist
darum festzustellen, wie das Denken an A anknipfen und demzufolge
B mit A verknlpfen kann. Hierfir bestehen zwei Mdglichkeiten.

a. Deduction.

A ist ein durch die Beziehungen, welche den Begriff von A bilden,
bestimmter Denkgegenstand. Eine dieser Beziehungen kann daher
dazu dienen, um eine zu B fuhrende Beihe von Denkacten an A an-
zuknupfen. Der hieraus sich ergebende Schluss auf das Bestehen
der Beziehung (A; B) grindet sich alsdann auf den Begriff von A:
die Beziehung (A; B) wird aus dem Begriff von A abgeleitet. Eine
solche Ableitung nenne ich Deduction.

Bezeichnet (A; C) jene dem Begriff von A angehdrende Bezie-
hung, so muss demnach der Denkgegenstand C mittelbar oder unmit-
telbar mit B verknipft sein, so dass die Beziehung (C; B) als bekannt
vorausgesetzt werden darf. Es folgt dann aus dem Zusammenbestehen
von (A; C) und (C; B) die Beziehung (A; B), d. h. die Beziehungen
(A; C) und (C; B) bilden die Pramissen eines Syllogismus, dessen
Schlusssatz die zwischen A und B bestehende, erschlossene Beziehung
zum Ausdruck bringt.

Da (A; B) aus dem Begriff von A folgt, so bleibt dieser Begriff
unveréndert. Denn das Erkennen einer Folge kann den Grund, aus
dem die Folge sich ergibt, nicht &ndern. Der Begriff von A hat
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darum nach dem Vollzug der Deduction den n&mlichen Inhalt und
Umfang wie vorher, so dass die neu erschlossene Beziehung ohne
weiteres von jedem Bewusstseinsinhalt gilt, der unter den Begriff
von A fallt.

Es wird aber ein Zuwachs an Erkenntniss erzielt. Sonach gibt
es auBBer den Beziehungen, welche einen gegebenen Gegenstand des
Denkens bestimmen und den Begriff desselben festlegen, noch andere
Beziehungen, die mittelbar (auf Grund des Begriffs) dem Denkgegen-
stande angehodren. Deshalb scheint es zweckméRig, den Begriff und
den logischen Bereich eines Denkgegenstandes zu unterscheiden.
Der Begriff erhélt die Beziehungen, welche dem Denkgegenstande die
Bestimmtheit fur das Denken verleihen; der logische Bereich umfasst
alle auf Grund des Begriffs erschlieBbaren Beziehungen.

Jede Deduction aus A fuhrt alsdann zu einer dem logischen
Bereich von A angehorenden Beziehung. Und da jede derartige Be-
ziehung durch den Begriff von I an A geknlpft ist, so kann sie
stets auf deductivem Wege erkannt werden. Die Deduction wird
mithin dadurch gekennzeichnet, dass die erschlossene Be-
ziehung aus dem vorliegenden Begriffe folgt, somit fur den
ganzen Umfang des Begriffs gilt und den Inhalt des Be-
griffs nicht verandert.

Ist z. B. ein Parallelogramm als Denkgegenstand A gegeben,
und wird der Begriff desselben durch die Definition: »das Parallelo-
gramm ist ein Viereck, an dem je zwei gegeniberliegende Seiten pa-
rallel sind« festgelegt, so folgt aus dem Parallelismus je zweier gegen-
tberhegender Seiten die Oongruenz der beiden Dreiecke, in die das
Parallelogramm durch eine Diagonale zerlegt wird; und aus der
Congruenz dieser Dreiecke folgt weiterhin die Gleichheit je zweier
gegenuberliegender Seiten des Parallelogramms. Diese Gleichheit
ist hier der Denkgegenstand B, der durch den Begriff von A an A
geknupft ist. Die so gewonnene Erkenntniss gilt fur alle Parallelo-
gramme, da sie alle in gleicher Weise als Vierecke mit je zwei pa-
rallelen Seiten begriffen werden. Sie lasst ferner den anfanglichen
Begriff des Parallelogramms wie er ist, da die Beziehung zwischen
dem Parallelogramm und der Gleichheit gegenilberliegender Seiten
aus der Beziehung zwischen dem Parallelogramm und dem Paralle-
lismus gegentiberliegender Seiten folgt.
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b. Induction.

1st (A; B) nicht deductiv erkennbar, so kann diese Beziehung
nicht zum logischen Bereiche von A gehdren: sie ist dem Begriff von
A in der vorliegenden Form fremd. Die Erkenntniss von (A; B) setzt
daher eine veranderte Auffassung von A voraus, so dass an dem aus
A entstandenen Al die fragliche Beziehung, die somit in Wahrheit
eine Beziehung (A; B) ist, haftet. Ist nun A an Stelle von A ge-
treten, so gehort die Beziehung (A'; B) entweder dem Begriff oder
dem logischen Bereich von A an. Sie gehort zum Begriff von A,
wenn sie unmittelbar zur Bestimmung von A dient. Sie gehort zum
logischen Bereich von A', wenn A durch eine andere neue Beziehung
{Al; C), die gleichfalls dem Begriff von A in der vorliegenden Gestalt
fremd ist, bestimmt wird, und sodann (A'; B) aus (A; C) deducirt
werden kann. Es ist aber A nichts anderes, als das durch die Be-
zugnahme auf B oder C naher bestimmte A. Man kann darum A’
das mit B unmittelbar oder mittelbar in Beziehung gesetzte A nennen
und sagen, dass die Beziehung (A\ B) den bereits vorhandenen Be-
ziehungen beigesellt und in den Begriff von A oder in den logischen
Bereich von A eingefihrt wird. Eine solche Einflihrung nenne ich
Induction.

Es fragt sich nun, wie die verdnderte Auffassung von A oder
der Fortgang von A zu A oder die ndhere Bestimmung von A durch
Induction mdglich ist. Um dies einzusehen, ist die Entstehung der
Denkgegenstande zu beriicksichtigen.

Ein Denkgegenstand entsteht, indem das Denken an dem ur-
springlich und schlechthin gegebenen Inhalte des Bewusstseins sich
bethatigt. A kann daher ohne einen zu Grunde liegenden Bewusst-
seinsinhalt und die an letzterem vollfihrte Denkarbeit nicht bestehen.
Der Bewusstseinsinhalt und die Denkarbeit bilden die unumgéngliche
Voraussetzung fur A. Ich will sie die Unterlage von A nennen.
Demzufolge ist es moglich, statt auf den Begriff von A vielmehr auf
die Unterlage von A sich zu stitzen, um den Zusammenhang von A
und B zu erschlieen. Die Unterlage von A kann n&mlich zugleich
die Unterlage von B oder von einem in erkennbarer Beziehung zu B
stehenden C sein, so dass, wenn A durch das Denken erfasst wird,
zugleich B oder C zum Gegenstdnde des Denkens wird.
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Dann ist das Zusammensein von A und B oder von A und C
eine Thatsache, die bemerkt und im Gedéchtniss behalten wird, so
dass die Reproduction von A die Erinnerung an B oder C wachruft.
Es entsteht so die Neigung, auch hei einer verdnderten Unterlage das
Zusammen von A und B oder von A und C zu erwarten. Und diese
Neigung wird um so starker, je ofter die Erwartung bestatigt wurde.

Die mehr oder minder feste Association von Denkohjecten, wobei
ihre jeweilige gemeinsame Unterlage auller Acht bleiben kann, be-
rechtigt aber keineswegs, diese Denkobjecte ohne Rucksicht auf ihre
Unterlage als zusammengehorig aufzufassen, so dass A durch die
Bezugnahme auf B oder C eine gréRere Bestimmtheit flir das Denken
erhielte und das an dieser oder jener Unterlage thatséchlich beobach-
tete Zusammensein zu einer fur das Denken verbindlichen Zusam-
mengehdrigkeit wirde. Und doch muss dies geschehen, wenn eine
Induction stattfinden soll.

Die Herbeifuhrung dieses Erfolges hat zur Voraussetzung, dass
das Denken beféhigt ist, Objecte auf einander zu beziehen und mit
einander zu verknlpfen, d. h. einen thatsichlich gegebenen Zusam-
menhang als logischen Zusammenhang aufzufassen; und dass ferner
dem menschlichen Geiste der Trieb innewohnt, auf Grund dieser
Befdhigung das gesammte Sein und Geschehen in einen durchgén-
gigen und widerspruchslosen Zusammenhang zu bringen. Es wird
sonach allerdings stets das Streben vorhanden sein, ein mit A asso-
ciates B oder C als zugehérig zu A anzusehen.

Dem bezeichneten Trieb zufolge miisste aber jedes thatséehliche
Zusammensein von Denkobjecten in gleicher Weise und in gleichem
MalRe fur das Denken als Zusammengehorigkeit gelten. Dies mag
fur die Anfange des Erkennens in der That zutreffen. So wird wohl
einem unreifen Denken jede in die Augen fallende Eigenschaft und
jeder der Aufmerksamkeit sich aufdrangende Zustand eines Dinges
ohne Kritik fir wesentlich gelten und das Behaftetsein mit jenen
Eigenschaften und Zustdnden als zum Begriff des Dinges gehorig
erscheinen. Diese naive Auffassungsweise hélt aber nicht Stand, wenn
ein Vorrath von Erkenntnissen sich sammelt und jede neue Bezie-
hung in ein System bereits erkannter Beziehungen sich widerspruchslos
einfigen lassen muss.

Es ist darum einestheils die im Begriff von A bereits vorliegende
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Erkenntniss in Rucksicht zu ziehen, und es sind anderntheils die
aus der neuen Beziehung sich ergebenden Folgerungen zu beachten,
wenn man aus der Thatsache, dass an dieser oder jener Unterlage A mit
B oder mit C verbunden ist, mit Fug und Recht den Schluss ziehen
will, dass diese Denkobjecte ohne Ricksicht auf jene Unterlage zu-
sammengehdren. Denn die Beziehung (A; B) oder (A; C) muss in
dem mannigfach zusammenhé&ngenden Gewebe von Erkenntnissen ihre
Stelle behaupten. Auch kann erst durch die Beachtung dieses Zu-
sammenhanges entschieden werden, oh die neue Beziehung fir den
ganzen Umfang des Begriffs von A oder nur fir einen Theil des-
selben gilt, oh — mit andern Worten — die nahere Bestimmung
des vorhandenen Begriffs von A eine Erganzung dieses Begriffs ist,
oder zu einer Verengerung des Begriffs fihrt.

Hiernach ist der Trieb nach Erkenntniss die VVorbedin-
gung, und die gemeinsame Unterlage der Denkobjecte die
Grundlage und der Ausgangspunkt der Induction. Ilhre
Ausfuhrung besteht aber in dem Schluss, dass die an dieser
oder jener Unterlage thatsachlich verbundenen Denkobjecte
A und B oder A und C in einer logischen, fiur das Denken
verbindlichen Zusammengehorigkeit stehen.

Es kann aber kein Kriterium angegeben werden, wonach von
vorn herein und in jedem Falle entschieden werden kénnte, oh die
Beziehung (A; B) oder (A; C) dem Begriff von A in seinem gan-
zen Umfang oder nur mit Einschrankung zukommt. Der Erfolg
der Induction kann darum ebensowohl eine Begriffsergan-
zung, wie eine Begriffsverengerung sein.

83. Scheinbare und wirkliche Induction.

Es ist denkbar, dass der vorliegende Begriff von A hinreicht,
um die als Thatsache gegebene Verbindung mit B zu verstehen. Die
Beziehung zwischen A und B kann dann nicht dem Begriff selbst,
sie muss vielmehr dem logischen Bereiche von A angehdren. Denn
mit A ist der Begriff von A vorauszusetzen (nach § 1). Es musste
somit auch die Beziehung zwischen A und B, wenn sie zu dem Be-
griff von A gehorte, schon bekannt sein, und die Constatirung der
Thatsache, dass A mit B wirklich verbunden ist, ware fur das Denken
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ohne Bedeutung. Gehort aber die Beziehung dem logischen Bereiche
von A an, so muss es mdglich sein, dieselbe aus dem Begriff yon A
zu deduciren, da die Erforschung des logischen Bereichs Aufgabe
der Deduction ist.

Der Ausfuhrung der Deduction kdnnen indessen Schwierigkeiten
gegeniberstehen, die zur Zeit unlberwindlich sind. Die den Zusam-
menhang von A und B vermittelnden Denkobjecte wollen sich viel-
leicht nicht finden lassen, so dass man den Weg nicht kennt, auf
dem die Deduction ans Ziel gelangen kann. Dann ist es gewiss sehr
werthvoll, die Verbindung von B mit A in einem besonderen Fall
als Thatsache vor Augen zu haben, da man hierdurch mdglicherweise
auf den rechten Weg geleitet wird. Eine Induction, eine Einfiihrung
in den logischen Bereich von A findet jedoch nicht statt; eben weil
die Beziehung — wenn sie auch nicht erkannt war — doch dem lo-
gischen Bereich von A bereits angehort.

Ist z. B. ein rechtwinkliges Dreieck als Denkobject A gegeben,
so kann man sich ohne weiteres dartiber klar werden, dass eine Seite,
etwa die Hypotenuse a, eine Function der beiden andern Seiten, der
Katheten b und c, ist. Denn durch die beiden Katheten ist das recht-
winklige Dreieck und somit auch die Hypotenuse a vollstdndig be-
stimmt. Diese Einsicht ermdglicht* aber keine Bestimmung der Form
der Function; und man kann nur vorlaufig auf Grund der Bemerkung,
dass a="h, wenn ¢ = 0, und a —c, wenn b = 0, etwa die Form

a—b c-\-brccp(be)
oder allgemein die Form
an =bn—+cll-}-brcep (be)
voraussetzen, wo rp (bc) eine Function sein muss, die fur b = 0 und
¢ = 0 nicht unendlich grof} wird, damit fir b =0 und fir c = 0
brcicp (bc) =0.
Dann wird es in der That durchaus zweckmé&Big sein, die Seiten eines

construirten rechtwinkligen Dreiecks sorgfaltig zu messen. Findet man
beispielsweise fur a, b, ¢ der Reihe nach 5, 3, 4 Langeneinheiten, oder
eine solche Anndherung an diese Werthe, dass die Abweichungen
als bloRe Messungsfehler aufgefasst werden koénnen, so wird man
leicht bemerken, dass

58 = 3* + 4
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Man wird so zu der Vermuthung gefuhrt, dass fur die vorausgesetzte
Form der Function n — 2 und < (bc) = 0 und somit
o* = f@2 + ¢*

zu setzen sei. Die frihere Rathlosigkeit Uber den Weg. auf dem
man zu der Bestimmung der Abhéngigkeit zwischen den Seiten a, b
und ¢ gelangen konne, ist nun beseitigt: die empirische Feststellung
der Werthe a =5, b — 3, e = 4 dient als Wegweiser. Denn nun
wird man die Quadrate Uber den Seiten a, b, ¢ construiren und durch
Vergleichen und geeignetes Zerlegen derselben zu dem Beweise des
Pythagoreischen Lehrsatzes gelangen. Man findet so in der Gleich-
heit zwischen dem Quadrate Uber der Hypotenuse und der Summe der
Quadrate Uber den beiden Katheten das Denkohject B, das mit dem
als Denkobject A gegebenen rechtwinkligen Dreieck in logischem Zu-
sammenhédnge steht. Die Beziehung zwischen A und B gehért aber
dem logischen Bereiche von A an, da sie auf Grund des vorhandenen
Begriffs von A erkannt werden kann.

Eine Induction in dem oben angegebenen Sinne l&dge auch dann
nicht vor, wenn die Form der Function weniger einfach wére und
die empirische Feststellung der Werthe von a, b und ¢ in einem ein-
zigen Falle nicht geniigen wirde, um auf den rechten Weg zu leiten.
Selbst wenn hundert oder tausend solcher empirischer Feststellungen
nothwendig waren, so konnen sie doch nur als Wegweiser fir die
Ausfiihrung der Deduction dienen. Und der bereits vorhandene Be-
griff musste ausreichen, um die fragliche Beziehung zu erkennen; denn
andernfalls wirde nicht eine geometrische, fur das Dreieck als sol-
ches gultige Wahrheit gefunden werden.

Um auch ein dem arithmetischen Gebiete angehdrendes Beispiel
von scheinbarer Induction anzufiihren, mdge der Begriff der Potenz,
d. h. eines aus lauter gleichen Factoren bestehenden Productes als
bekannt vorausgesetzt werden und die allgemeine Potenz von a + b
als Denkobject A gegeben sein. Es besteht dann offenbar eine Be-
ziehung zwischen den Potenzen von a + b und den Potenzen von a
und b, die vorlaufig in der Form

(@ + b)n = an + + cl%nan~W- + _.. cn_unabn~" -+ bn

darstellbar ist. Sind nun die zur Bestimmung der Ooefficienten c
dienenden Sé&tze aus der Combinatorik unbekannt, und ist man nicht
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im Stande, dieselben abzuleiten, um so aus dem Begriff der Potenz
jene Beziehung ohne weiteres zu deduciren, so kann man aus der
Berechnung von

(a + b)2 = a~ + 2ab + b,
(a + b)3 = a3 + 3cfib + 3ab- + b3, u. s. w.

die Vermuthung gewinnen, dass allgemein
(@+ bn=an + -f- b*+ ... -)-bn.

Die Richtigkeit dieser Vermuthung wird sodann bewiesen, indem man
zeigt, dass nun auch

(@ + b)n+{ =- an+t + ~~t—anb + + ...+
Denn da die Pormel fir w= 2 gilt — wie die unmittelbare Be-
rechnung lehrt —, so gilt sie auch fir n — 3 und somit auch fur

n — 4, folglich auch fur n =5 u. s. w. in infinitum.

Hier sind es nicht einmal empirisch festgestellte Thatsachen wie
im vorigen Beispiele, sondern Berechnungen, d. h. auf dem Begriffe
der Zahl und insbesondere der Potenz beruhende Deductionen, die
als Wegweiser zum Auffinden der gesuchten Beziehung dienen. Diese
vorlaufigen Berechnungen haben aber mit dem Beweise selbst gar
nichts zu thun. Denn der Beweis besteht lediglich darin, dass ein
zungchst bloR vermuthetes Gesetz als richtig erwiesen wird, indem
durch den Schluss von n auf n + 1 und durch die Erprobung fir
n — 2 gezeigt wird, dass es fur jeden einzelnen der unendlich vielen
Félle n =2, 3, 4 . .. in infinitum tliats&chlich gilt. Man sollte
darum das gewdhnlich als vollstdndige Induction bezeichnete mathe-
matische Beweisverfahren vielmehr einen Beweis durch eine unbe-
grenzte Reihe von Deductionen nennen.

Die so erkannte Beziehung gehdort aber in der That dem logi-
gischen Bereiche der Potenz von a -+ b an; sie enthielte ja sonst
keine arithmetische, auf dem Begriffe der Zahl beruhende Erkenntniss.

Der Schein einer Induction entsteht demgemdal dann, wenn die
Beobachtung einzelner Thatsachen oder eine fir specielle Falle de-
ductiv gewonnene Einsicht zu einer Vermuthung fuhrt, die es ermdg-
licht, aus dem vorhandenen Begriffe eines Denkgegenstandes eine
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dem logischen Bereiche dieses Denkgegenstandes angehorige Bezie-
hung zu deduciren.

Eine wirkliche Induction kann hingegen nur dann stattfinden,
wenn es nicht moéglich ist, aus der im Begriffe des gegebenen A vor-
liegenden Erkenntniss die Beziehung zwischen A und B zu er-
schlieBen. Man muss daher Uber den vorliegenden Begriff hinaus-
gehen. Dies Hinausgehen ist aber nur in der Weise moglich, dass
den im vorhandenen Begriffe zusammengefassten Beziehungen eine
neue Beziehung beigesellt wird. Darum wurde oben die Einfiihrung
einer solchen neuen Beziehung in den vorhandenen Begriff, die ent-
weder zu einer Begriffsergdnzung oder zu einer Begriffsverengerung
fuhrt, als das Wesen der Induction hervorgehohen.

Diese Unterscheidung zwischen scheinbarer und wirklicher In-
duction lasst sich nicht durchfuhren, wenn man in dem Aufsteigen
vom Einzelnen zum Allgemeinen oder in der Verallgemeinerung Uber-
haupt das wesentliche Kennzeichen der Induction erblickt. Denn
auch in den angefiihrten Beispielen scheinbarer Induction ist anfang-
lich nur eine beschrénkte Einsicht und zuletzt die fur den ganzen
Begriffsumfang gultige Erkenntniss vorhanden. Es findet daher auch
hier ein Aufsteigen vom Einzelnen zum Allgemeinen statt, wennschon
das Einzelne nur als Kothbehelf dient und schlie3lich nicht das Ein-
zelne sondern der vorhandene Begriff den Fortschritt in der Erkennt-
niss ermdglicht. Da nun den obigen Darlegungen zufolge die
scheinbare Induction sich als eine Deduction darstellt, bei der die
Mittelglieder nicht von vorn herein bekannt sind und unmittelbar
vor Augen stehen, sondern als Vermuthungen durch die Betrachtung
specieller Falle nahe gelegt werden, so muss ich zugehen, dass ich
zu der ublichen Auffassung') in einen gewissen Gegensatz trete. In-

1) Die Induction als Verallgemeinerung aufzufassen, wurde durch Aristo-
teles veranlasst, der die Induction oder Epagoge im Gegensatz zum Syllogismus
als das Hinaufsteigen vom Einzelnen zum Allgemeinen bezeichnete (inayutyh i
ano tow xaj-'ExaGTOv Inl i< xa&oXov Ecpodos). Angaben iiber die Entwicklung
der Lehre von der Induction findet man unter anderen bei Apelt, Theorie der
Induction, 1854, S. 129 ff. und bei Sigwart, Logik, H., 2. Aufl,, S. 403 ff. —
Sigwart selbst definirt das Inductionsverfahren »als Methode der Gewinnung-
allgemeiner Sétze aus einzelnen Wahrnehmungen«. — Aehnlich sagt Wundt
(Logik, H., 1. Abth., 2. Aufl,, S. 25): »Als das Resultat der Induction ergibt,
sich stets ein allgemeiner Satz, welcher die einzelnen Thatsachen der Erfahrung.
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dessen wird wohl aus den folgenden Erdrterungen die Triftigkeit
der hier vertretenen Auffassungsweise erhellen.

8§ 4. Axiom und Hypothese.

Da eine wirkliche Induction nicht auf vorhandene Begriffe sich
grinden kann, so muss man von der Unterlage der Denkobjecte aus-
gehen, um die Zusammengehérigkeit von A und B zu erschlieRen.
Nimmt man der Einfachheit wegen an, dass B selbst an A durch
die gemeinsame Unterlage geknipft sei; sieht man also davon ab,
dass auch ein anderer, mit B in erkennbarer Beziehung stehender
Denkgegenstand C die nédmliche Unterlage wie A haben und dass
auf diese Weise die Erkenntniss von (A; B) durch die inductiv er-
kannte Beziehung (A; C) in Verbindung mit der Beziehung [C\ B)
gewonnen werden kann — so ist die Thatsache, dass die Denkobjecte
A und B irgendwann und irgendwo verbunden sind, die einzige
Quelle, aus der die Erkenntniss der Zusammengehorigkeit von A und
B geschdpft werden kann.

Der Zusammenhang von Naturerscheinungen, die Verknipfung
psychischer Erlebnisse, die Vereinigung verschiedener Merkmale an
einem und demselben physischen oder psychischen Trager sind solche
Verbindungen. Denn indem die Naturerscheinung A, oder das Er-
lebniss A, oder das Merkmal A Gegenstand des Denkens wird, drangt
sich zugleich die mit A zusammenhéngende Naturerscheinung B, odeV
das mit A verknlpfte Erlebniss B, oder das mit A vereinigte Merk-
mal B der Beachtung auf, so dass nicht nur A sondern auch B und
zwar zusammen mit A (an der ndmlichen Unterlage) bemerkt wird.

In diesen beispielsweise angefuihrten Féallen liegt es unzweifelhaft
an der Beschaffenheit des Gegebenen, das Gegenstand des Bewusst-
seins wird, wenn A und B zusammen bemerkt werden. Die dem In-

die zu seiner Ableitung gedient haben, als specielle Talle in sieh enthdlt«. —
Schuppe nennt (Erkenntnisstheoretische Logik, S. 130) Induction »das Verfahren,
Ursache und Wirkung zu erkennen und so allgemeine Sétze aufzustellen«. — Th.
Lipps versteht (Grundziige der Logik, S. 170) »unter Induction allgemein die
Verallgemeinerung einzelner Urtheile« und bezeichnet als die Voraussetzung der
Induction das Denkgesetz, demzufolge jedes Erfahrungs- oder Erinnerungs-

urtheil ein allgemeines Urtheil von Haus aus unmittelbar in sich schlieRe.
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ductionsprocess zu Grunde liegende Thatsache ist alsdann eine
Erfahrungsthatsache.

Weniger zweifelsfrei erscheint die Grundlage der Induction in
folgendem Beispiele: Das Dreieck wird bekanntlich als ein von drei
Geraden vollstdndig umgrenzter Ebenentheil definirt. Nun ist dieses
A dadurch ausgezeichnet, dass die Summe der drei Winkel gleich
zwei Hechten ist. Diese Eigenschaft ist das B, das thatsachlich mit
A verbunden ist. Die Verbindung von A und B ist aber nicht aus
dem Begriff von A deducirbar; sie wird somit nicht scheinbar son-
dern wirklich auf inductivem Wege erkannt. Denn alle Versuche,
den Satz von der Winkelsumme des Dreiecks zu beweisen, schlugen
fehl; und die Unmdglichkeit des Beweises wurde dargethan, als es
gelang, ein folgerichtiges System geometrischer Wahrheiten unter der
Voraussetzung, dass die Winkelsumme nicht gleich zwei Hechten sei,
oder unter Preisgabe des Parallelenaxioms zu entwickeln. Es schien
darum die Thatsache, dass im Dreieck die Winkelsumme gleich zwei
Hechten ist, eine Erfahrungsthatsache zu sein; und dem entsprechend
wurde die Geometrie als eine auf Erfahrung gegriindete Wissenschaft
bezeichnet.

Es ist aber zu beachten, dass die Denkobjecte zwar in dem ur-
springlich und schlechthin Gegebenen wurzeln, und somit eine als
Thatsache vorliegende Verbindung allerdings in der Beschaffenheit
des Gegebenen ihren Ursprung haben kann, dass aber anderseits
die Denkobjecte auch der Bethatigung des Denkens ihr Dasein ver-
danken und darum Spuren der Denkarbeit an sich tragen, die nicht
von der Beschaffenheit des Gegebenen sondern von der Art und
Weise des Denkens herriihren.

Nun bethatigt sich das Denken auch im rdumlichen und zeit-
lichen Ordnen des Gegebenen oder in der anschaulichen Auffassung
des Gegebenen. Demnach kann nur die Erforschung der Beschaffen-
heit des Denkens zu einer Entscheidung dartber filhren, ob der Satz
von der Winkelsumme des Dreiecks und in solidarischem Zusammen-
hénge damit die im Parallelenaxiom ausgesagte Eigenschaft der Ebene
der Erfahrung entstammt, oder vielmehr auf die dem menschlichen
Geiste eigenthiimliche Weise des rédumlichen Ordnens sich griindet.
Je nachdem das erstere oder das letztere der Pall ist, wird die
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Geometrie mit Recht oder mit Unrecht eine ErfahrungsWissenschaft
genannt.

Man wird hierdurch darauf aufmerksam, dass eine als Thatsache
vorliegende Verbindung von Denkobjecten nicht nur in der Beschaffen-
heit des Gegebenen oder in der Erfahrung, sondern, auch in der Art
und Weise des Denkens oder in den Denkformen ihren Ursprung
haben kann. Und es ist offenbar unméglich, beide Arten von That-
sachen in jedem Falle unzweideutig zu unterscheiden. Denn die
Ansichten Uber den Ursprung der geometrischen Erkenntniss sind ja
in der That getheilt, indem die grundlegenden Sé&tze von den einen
als a priori gultige, von den andern als empirisch gefundene Wahr-
heiten aufgefasst werden.

Demzufolge ist es nicht durchfihrbar, nur Erfahrungstat-
sachen als Grundlage des Inductionsprocesses vorauszusetzen. Viel-
mehr sind auch die auf den Denkformen beruhenden That-
sachen zu berlcksichtigen, wenn man das ganze Gebiet inductiver,
d. h. auf Thatsachen gegriindeter und nicht aus vorhandenen Begriffen
deducirbarer Erkenntniss (bersehen will. Und darum wurde oben
nicht nur der dem Denkgegenstande zu Grunde liegende Inhalt des
Bewusstseins, sondern auch die den Denkgegenstand erzeugende
Denkarbeit als die Unterlage des Denkgegenstandes bezeichnet, von
der die Induction ihren Ausgang nehmen misse.

Beruht nun das Zusammen der Denkobjecte A und B auf der
Art und Weise des Denkens, so kann offenbar A nicht anders als
in Verbindung mit B gedacht werden. Dann wird, welches auch der
dem A zu Grunde liegende Bewusstseinsinhalt sein mége, immer und
Uberall, sobald A erzeugt wird, auch B mit A verbunden sein. Die
Beziehung zwischen A und B gehdrt somit dem Begriffe von A in
seinem ganzen Umfange an. — Da ferner B nothwendig, ndmlich
auf Grund der Formen, an die das Denken gebunden ist, zu A ge-
kort, so kann man nicht sagen, dass A in den bis jetzt beachteten
Fallen, oder soweit die Erfahrung reicht, mit B verbunden sei; es
'st vielmehr gar nicht denkbar, dass A ohne B zum Gegenstande
des Denkens werden konne. Die Zusammengehdrigkeit von A
und B ist daher unmittelbar und unbedingt, d. h. unabhéngig
von aller Erfahrung oder a priori gewiss. — Wenn aber auch B
nothwendig und durchweg mit A verbunden ist, so muss diese Ver-
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bindung doch erst erkannt werden. Vorbedingung hierflr ist, dass
B neben A und verbunden mit A bemerkt wird und nicht nur un-
bemerkt mit A verknupft ist. Aber erst die Reflexion Uber die
Bethatigungsweise des Denkens ermdglicht die Erkenntniss, dass B
nicht blo an diesem oder jenem Bewusstseinsinhalte, der zur Erzeu-
gung von A Gelegenheit gab, sich thatséchlich vorfindet, sondern
immer sich vorfinden muss, wenn A Gegenstand des Denkens werden
soll. Nunmehr wird die Beziehung zwischen A und B als ein denk-
nothwendiger Bestandtheil in den Begriff von A eingefiihrt. Ist aber
auf diese Weise die Zugehorigkeit von B zu A auf inductivem Wege
erkannt worden, so fidhlt man nicht das Bedirfniss, immer von
neuem zu prifen, ob denn auch wirklich in jedem Ealle A mit B
verbunden ist. Die Verbindung von A und B wird vielmehr unbe-
dingt und unabhangig von der Erfahrung gefordert: sie ist ein
Axiom.

In den Axiomen stellt sich mithin diejenige inductiv
gewonnene Erkenntniss dar, die auf den in der Bethati-
gungsweise des Denkens begrindeten Thatsachen beruht'].

So ist es z. B. eine in der Natur des Denkens begriindete That-
sache, dass jedes Denkobject eine Einheit darstellt und zu anderen
Denkobjecten in Beziehung sfeht. Denn das Denken ist nun einmal
ein einheitlich erfassendes und Beziehungen setzendes Denken. Dem-
nach haben die beiden Urtheile: »jedes Denkobject ist eine Einheit
und steht zu anderen Denkobjecten in Beziehung« die Bedeutung von
Axiomen. Sie konnen nicht deductiv erkannt werden, da das »ein-
heitliche Erfassen« und »in Beziehung setzen« die Entstehung der

1) Es sind daher auch die Axiome der Mathematik inductiv erkannte Wahr-
heiten. Wenn hierin eine Bestétigung des von Wundt iLogik, Il. 1. Abth.,
S. 118) ausgesprochenen Satzes liegt, dass alle mathematischen Axiome durch In-
duction entstanden seien, so wird doch keineswegs, wie aus den obigen Dar-
legungen hinreichend erhellt, zugestanden, dass die inductive Erkenntniss dieser
Axiome auf Erfahrung sich grinde. Die Bethétigungsweise des Denkens ist viel-
mehr die Grundlage. — Die Entwicklung der Zahlenreihe aus der Keihenform
des Denkens und die Ableitung der sogenannten allgemeinen Zahlen (der posi-
tiven und negativen, der beliebig theilbaren oder rationalen und irrationalen, der
gewohnlichen und héheren complexen Zahlen) aus bestimmten Formen des bezie-
henden, nach Grund und Folge verkniipfenden Denkens habe ich in meinen »Un-
tersuchungen Uber die Grundlagen der Mathematik« Philosophische Studien, XI

und XIV) gegeben.



Die Theorie der Colleetivgegenstande. 97

Denkobjecte und Begriffe erst ermdglicht und die Voraussetzung fir
jede Deduction bildet. Sie beruhen aber auch nicht auf der Erfah-
rung, da es nicht am Gegebenen sondern am Denken hegt, wenn die
Objecte einheitlich erfasst und auf andere Objecte bezogen werden.

Beruht hingegen das Zusammen der Denkobjecte A und B auf
der Erfahrung und nicht auf der Art und Weise des Denkens, so
ist es denkbar, dass die Unterlage von A nicht auch die Unterlage
von B sei. Denn es kdnnte ja das Gegebene anders beschaffen sein,
als es thatsachlich beschaffen ist. Die empirisch gegebene Verbin-
dung von A und B ist darum nicht denknothwendig: sie ist kein
Axiom. Dies kénnte nur dann bestritten werden, wenn das Gege-
bene — seinem Wesen widersprechend — kein Gegebenes wadre,
sondern eine freie Schépfung des Denkens. Dann allerdings konnte
das Gegebene nur die Formen des Denkens in objectiver Ausgestal-
tung zur Schau tragen und diese Ausgestaltungen wéren so unwan-
delbar wie die Formen selbst, an die das Denken gebunden ist.
Denn andere Formen als die, in welchen wir denken, sind fur uns
nicht denkbar.

Anderseits muss jedoch die Verbindung von A und B denk-
mdglich, d. h. mit der bereits erworbenen Erkenntniss und dem bis
jetzt vorhandenen Begriff von A insbesondere vertraglich sein. Denn
der Trieb nach Erkenntniss gehoért zum Wesen des Menschen. In
Folge dieses Triebes fordert das menschliche Denken die Erkenn-
barkeit des gesammten Seins und Geschehens, das Gegenstand des
Bewusstseins wird. Es besteht daher auch das Bestreben, die em-
pirisch gegebene Verbindung von A und B in den Zusammenhang
erkannter Beziehungen aufzunehmen. Erscheint dies nicht mdglich
und ist trotzdem jene Verbindung unleugbar vorhanden, so kann
dieser dem denkenden Menschen unertragliche Zwiespalt nur durch
die Unvollkommenheit der bisherigen Erkenntniss veranlasst sein.
Und das Denken kommt nicht zur Buhe, bis ein System von Erkennt-
nissen gewonnen ist, dem sich auch die neue, in jener Verbindung
von A und B bestehende Thatsache widerspruchslos einfligt.

Ist diese Bedingung erfullt, ist also die Verbindung von A und
B denkmdéglich (ohne jedoch denknothwendig zu sein), so kann man
nur annehmen oder vermuthen, dass auch die kinftige Erfahrung zu

keinen Widerspriuchen fihre. Die mit Ricksicht auf die vorhandene
Wouiidt. Philos. Studien. XVII. 7
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Stufe des Erkennens mogliche und gebotene Auffassung und Ver-
werthung jener Thatsache kann daher nur als Vermuthung, als Hy-
pothese sich behaupten, wofern sie durch andere, neue, bis jetzt
unbekannte Thatsachen nicht widerlegt wird. Sie gilt somit nicht
unabhangig von der Erfahrung, sondern auf Grund der Erfahrung,
gefordert durch den Trieb nach der Erkenntniss des Gegebenen.

Dén inductiv erkannten Axiomen der Lehre vom Den-
ken im allgemeinen und der Mathematik insbesondere
treten so die gleichfalls inductiv erkannten Hypothesen
der auf Erfahrung gegriindeten Natur- und Geisteswissen-
schaften zur Seite.

8 5. Empirische Gewissheit und Wahrscheinlichkeit.

Ist das von der Erfahrung an einer gegebenen Unterlage dar-
gebotene Zusammen von A und B als eine fiir das Begreifen von
A wesentliche Zusammengehdorigkeit aufzufassen, so tritt, da die Be-
ziehung (A; B) dem vorliegenden Begriffe von A nicht zugehort, der
verénderte, aus A abgeleitete Denkgegenstand A' an die Stelle von A,
A wird durch die neue Beziehung im Vereine mit den fur A be-
reits geltenden Beziehungen logisch bestimmt. Der Begriff von A oder
— wie man auch sagen kann — der Begriff des verénderten, naher
bestimmten A hat nun, wie schon bemerkt wurde, entweder den
ndmlichen Umfang wie der vorliegende Begriff von A oder einen
kleineren Umfang, so dass die Aufnahme von (A; B) in den Kreis
der schon erkannten Beziehungen entweder eine Ergdnzung oder eine
Verengerung des vorliegenden Begriffs herbeifuhrt.

Das Uebersehen der an zweiter Stelle genannten Mdoglichkeit
bedingt einen wesentlichen Mangel in der herkémmlichen Auffassung
des inductiven Erkennens. Es wird namlich blofR der Fall der, von
mir so genannten, Begriffsergdnzung berlcksichtigt, so dass es sich
nur darum handelt, aus der Beobachtung aller oder einzelner Er-
scheinungsformen eines Denkgegenstandes oder — wie man zu sagen
pflegt — eines Begriffs eine fir den ganzen Begriffsumfang giltige
nahere Bestimmung zu gewinnen.

Dies gilt zunéchst von der sogenannten vollstandigen Induction
des Aristoteles, die librigens streng genommen gar nicht als Induction
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in dem hier vertretenen Sinne in Anspruch genommen werden darf,
sofern — wie Sigwartl) hervorhebt— »Aristoteles, wo er von In-
duction redet, kaum jemals daran denkt, aus der Beobachtung von
Einzelféllen im eigentlichen Sinne einen allgemeinen Satz ahzuleiten.
Seine Beispiele beziehen sich meist auf die Speciesbegriffe, und er
fasst nicht Einzelthatsachen zu einem untersten Begriffe, sondern
speciellere Begriffe zu einem allgemeineren zusammen, beziehungs-
weise specielle Hegeln zu einer allgemeinen«. Der Aristotelischen
Induction ist es somit nicht wesentlich, an die Unterlage der Denk-
gegenstédnde anzuknupfen; sie kann vielmehr auch in der Uehertragung
einer aus den specielleren Begriffen deductiv gewonnenen Erkennt-
nis auf den allgemeinen Begriff bestehen. Man durfte daher, wenn
man dies Verfahren als wirkliche und wahre Induction bezeichnen
wollte, nicht betonen, dass es Thatsachen sind, die der inductiven
Erkenntniss zu Grunde liegen, sondern man mdisste z. B. auch den
Schluss, dass eine Eigenschaft, die vom spitzwinkligen, rechtwink-
ligen und stumpfwinkligen Dreieck nachweisbar gilt, nun auch vom
allgemeinen Dreiecke gelte, als Induction anerkennen; dies wirde
dazu fihren, eine Zusammenfassung von Deductionen als Induction
zu bezeichnen. — Aber auch dann, wenn die vollstdndige Induction
von der Unterlage der Denkohjecte ausgeht, handelt es sich stets um
eine fur den Begriff in seinem ganzen Umfange gultige Erkenntniss
oder um eine Begriffsergdnzung. Denn sie beruht auf dem Grund-
sétze, dass ein mit jeder Unterlage eines Denkgegenstandes verkniipftes
Merkmal dem Denkgegenstande seihst oder dem Begriffe des Denk-
gegenstandes zugehore.

Dies gilt nicht minder von der sogenannten unvollstdndigen In-
duction. Sie hat zwar als Induction in dem hier vertretenen Sinne
zu gelten, da sie in der That an die Unterlage der Denkgegenstédnde
ankniipft. Dass aber wiederum nur eine fir den ganzen Begriffs-
umfang giltige Erkenntniss in Betracht kommt, geht schon aus der
Ublichen, schematischen Darstellung des Inductionsschlusses hervor,
die beispielsweise B. Erdmann?) in folgender Form gibt:

1) Logik, I1. S. 406.

2) Zur Theorie des Syllogismus und der Induction, Philosophische Aufsatze,
Ed. Zeller gewidmet, 1887, S. 207. — Die Beschrankung auf Begriffserganzung
folgt auch aus der Regel, die Apelt (Theorie der Induction, 1854, S. 17) gibt:

7*
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ist P
St ist P
S3 ist P

alle S werden P sein.

Denn hier sind Su Sv S3 . .. oder alle 8 nichts anderes als die den
Begriffsumfang bestimmenden Substrate des gegebenen Denkgegen-
standes A, wéhrend P den auf A zu beziehenden Denkgegenstand B
bezeichnet.

Es ist aber klar, dass eine vollstandige Theorie der auf Er-
fahrung gegriindeten Induction beide Mdoglichkeiten berticksichtigen
muss: den Fall der Begriffsverengerung ebensowohl wie den Eall
der Begriffsergdnzung. Denn beide Falle kommen vor, und jeder
kann einen Fortschritt in der Erkenntniss des gegebenen A mit
sich fihren.

Der Erfolg der Induction besteht jedenfalls dann in einer Be-
griffsergdnzung, wenn die in dem Wissensgebiete, dem A angehort,
vorhandene Erkenntniss dazu néthigt, eine Beziehung zwischen A und
einem noch unbekannten Denkgegenstande vorauszusetzen, und es sich
nur um die Feststellung dieses Denkgegenstandes handelt. Dann ist
maoglicher Weise eine einzige Beobachtung hinreichend, um das an
irgend einer Unterlage von A thatsachlich gefundene Zusammen mit
B als eine ohne Riucksicht auf die besondere Beschaffenheit der
Unterlage gultige und somit fir A schlechthin bestehende Zusammen-
gehorigkeit aufzufassen. Fehlt eine solche besondere vorbereitende
Erkenntniss, so muss ein allgemein guiltiger Grundsatz der empirischen
Forschung (z. B. Causalitat, psychophysischer Parallelismus), der in

»Was von den Theilen einer Sphare gilt, das gilt auch von dem Begriff selbst, in
dessen Sphare diese Theile stehen«, und ebenso aus der Definition Gneifl3e’s
(Deduction und Induction, eine Begriffsbestimmung. 1899, S. 23:: »Induction ist
das Denkverfahren, das die einzelnen Gegenstande eines Begriffs wie diesen selbst
durch ein mit ihm nothwendig verknipftes Merkmal naher bestimmt, indem es
dieses Merkmal an allen beobachteten Erscheinungen desselben Begriffs als stetig
nachweist«.
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letzter Instanz in dem Triebe nach Erkenntniss wurzelt, dazu nétlii-
gen, die einmal oder mehrmals gemachte Beobachtung als fir A
schlechthin giltig anzuerkennen.

Die so erkannte Beziehung (A; B) ist zwar eine auf Erfahrung
gegrindete Hypothese, nicht ein in der Art und Weise des Den-
kens begriindetes Axiom. Sie wird aber durch den Trieb nach Er-
kenntniss gefordert, so dass es nicht im Belieben des denkenden
Menschen steht, sie anzuerkennen oder zu verwerfen. Sie muss viel-
mehr anerkannt werden, wofern man nicht auf ein Erkennen des
empirisch gegebenen Seins und Geschehens Uberhaupt verzichten will.
Die Beziehung zwischen A und B ist darum gewiss, wenn schon die
Gewissheit keine absolute, sondern eine relative, d. h. auf Erfahrung
gegrindete ist. Die Erkenntniss der empirischen Gewiss-
heit, dass [A] B) besteht, bildet somit in diesem Ealle das
Ergebniss der Induction))

Liegt aber keine NOthigung vor, das in einem Falle oder in
mehreren Fallen beobachtete Zusammen von A und B als eine fir
A schlechthin bestehende Zusammengehorigkeit aufzufassen, so hat
man auch nicht das Hecht, von einer fur A ohne Ricksicht auf dessen
Unterlage gliltigen Beziehung zu sprechen. Man kann nur annehmen,
dass es eine vorlaufig noch unbekannte Beschaffenheit der Unterlage
von A gibt, fir welche die Beziehung zu B Geltung hat. Konnte
man diese Beschaffenheit kennen lernen, so erhielte man hierdurch
den durch die Bezugnahme auf B aus A entstehenden Denkgegen-
stand A' in voller Bestimmtheit; und ware anderseits A' als Denk-

1) Die relative, auf Erfahrung beruhende oder empirische Gewissheit als
Wahrscheinlichkeit zu bezeichnen, ware mit Ricksicht auf den allgemein aner-
kannten Wahrscheinlichkeitsbegriff der Mathematik unzweckmaRig. Falls aber
doch die Unterscheidung A pelt’s (Theorie der Induction, S. 38) zwischen philo-
sophischer und mathematischer Wahrscheinlichkeit Billigung finden sollte, so
misste man beachten, dass das, was dort philosophische Wahrscheinlichkeit be-
deutet, hier empirische Gewissheit heilt. Denn Apelt sagt (S. 40): »Der philo-
sophische Wahrscheinlichkeitsschluss schliel3t geradezu von der Vielheit der Falle
auf die Einheit und Allgemeingdiltigkeit der Regel« und »Beim philosophischen
Wahrscheinlichkeitsschluss ist der Schluss vollkommen sicher, ohnerachtet seiner
unvollstandigen Begriindung«. Die Berechtigung zum Schluss geben aber die
Maximen oder Grundsatze der empirischen Forschung. — Der philosophische
Wabhrscheinlichkeitsschluss Apelt’s fihrt somit in der That zu der nach obiger
Bezeichnungsweise mit empirischer Gewissheit verknlpften Begriffsergéanzung.
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gegenstand, gegeben, so wirde fir ihn die Beziehung zu B als em-
pirisch gewiss zu gelten haben. Fur A selbst kann aber keine
Gewissheit erreicht werden. Denn es lasst sich nichts anderes fest-
stellen, als dass A ebensowohl mit B verbunden sein als auch ohne
B Vorkommen kann. Das eine wie das andere ist als denkmdglich
anzuerkennen: die Mdglichkeit der Verbindung von A und B folgt
aus der beobachteten Thatsache; die Mdglichkeit des Vorkommens
von A ohne B folgt aus dem mangelnden Zwang, A und B ohne
Rucksicht auf die Unterlage von A verbunden zu denken. Die Er-
kenntnis der beiden Mdglichkeiten ist hier das Ergebniss
der Induction.

Hat man die beiden Mdglichkeiten erkannt, ohne zugleich zu
erkennen, wie die Unterlage von A fir den Fall einer Verbindung
mit B beschaffen sein muss, so wei man nicht, ob in einem kinftig
eintretenden Falle bei einer bestimmten Unterlage von A auch B zu
erwarten sei oder nicht. Denn nur dies ist gewiss, dass A entweder
mit B verbunden sein oder ohne B Vorkommen wird. Man sagt
dann, dass eine gewisse Wahrscheinlichkeit fir die Verbindung
von A mit B bestehe, und man spricht von einem gréfReren oder ge-
ringeren Grade der Wahrscheinlichkeit, wenn man einen hinreichen-
den Grund zu haben glaubt, um eine gréfRere oder geringere Haufig-
keit des Auftretens der Verbindung von A und B vorauszusetzen.

Es erwdchst so die weitere Aufgabe, die Wahrscheinlichkeit fir
das Auftreten der Verbindung von A und B zu bestimmen. Kann
diese Bestimmung auf Grund der Erfahrung ausgefiihrt werden, so
besteht der Erfolg der Induction in der Erkenntniss der
empirischen Wahrscheinlichkeit fir die Zusammengehorig-
keit von A und B.

Bevor jedoch die Bestimmungsweise der empirischen Wahrschein-
lichkeit erortert werden soll, mdgen noch folgende Beispiele den
Gegensatz zwischen inductiver, auf Thatsachen der Erfahrung be-
ruhender Gewissheitserkenntniss einerseits und Wahrscheinlichkeits-
erkenntniss anderseits erléutern.

Als Kepler den Weg der Erfahrung betrat, um zur Erkennt-
niss der Bahn der Planeten, zunéchst derjenigen des Planeten Mars
zu gelangen, war er im voraus gewiss, dass eine bestimmte, allen
Planeten gemeinsame GesetzméRigkeit vorhanden sei. Die Erkennt-
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niss, dass eine Beziehung zwischen Planet und Planetenbahn existire,
war somit vorhanden; nur die Gestalt dieser Bahn war unbekannt
und konnte nicht aus dem Begriff des Planeten deducirt werden.
Es musste darum eine maoglichst einfache Curve gesucht werden, auf
der die beobachteten und berechneten Planetendrter liegen konnten.
Nachdem in der Ellipse diese Curve gefunden war, blieb kein Zweifel,
dass die Planeten nicht bloR fur den Zeitraum, dem die Beobachtungen
angehorten, sondern immer eine elliptische Bahn beschrieben haben
und auch in Zukunft beschreiben werden, dass mithin die elliptische
Gestalt der Bahn ein fir jeden Planeten giltiges, den Begriff des
Planeten ergdnzendes Merkmal sei. — Ware hingegen bei irgend
einer Stufe des astronomischen Erkennens die Annahme denkbar,
dass die Planeten lebende Organismen seien mit der Beféhigung,
ihren Lauf willkdrlich zu bestimmen oder wenigstens innerhalb ge-
wisser Grenzen abzuéndern, so wirde aus der Bestimmung, dass zu
dieser oder jener Zeit die Planetenbahn eine Ellipse war, nur gefol-
gert werden konnen, dass unter anderen Bahncurven auch die ellip-
tische mdglich ist. Und auch eine oft wiederholte Feststellung der
jeweiligen Bahncurve konnte nur erkennen lassen, ob die elliptische
Bahn h&ufig oder selten vorkommt und welche Wahrscheinlichkeit
flr diese Ourvenform empirisch besteht. Ja selbst dann, wenn aus-
nahmslos die Ellipse aus den immer und immer wieder angestellten
Beobachtungen sich ergeben wiirde, koénnte man keine empirische
Gewissheit, sondern bloR einen der Gewissheit nahe kommenden,
hohen Grad empirischer Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten der
elliptischen Curve erhalten.

Handelt es sich anderseits um die Feststellung des physischen
Vorgangs, der (hach dem Princip des psychophysischen Parallelismus)
einer im Bewusstsein vorhandenen Empfindung als objectives Merk-
mal zur Seite steht, so versteht es sich von selbst, dass nur ein
solcher Vorgang brauchbar ist, der sich der Empfindung eindeutig
zuordnen l&sst, so dass einer Verédnderung der Empfindung eine be-
stimmte Veranderung des objectiven Thatbestandes entspricht. Dies
setzt Uberdies voraus, dass nicht noch ein anderer objectiver VVorgang
in &hnlicher eindeutiger Beziehung zu jener Empfindung steht.
Winscht man also beispielsweise das Kennzeichen fir die objective
oder physikalische Wé&rme zu finden, so muss sich an dem die
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Waérmeempfindung erregenden Naturobjecte ein Merkmal angeben
lassen, das sich mit der starker oder schwécher werdenden Empfin-
dung eindeutig andert. Zeigt nun die Beobachtung, dass ein Kor-
per, der eine Zunahme der Warmeempfindung veranlasst, sich aus-
dehnt, sonst aber keine Veranderung in seiner objectiven Beschaffen-
heit erleidet, so ist es gewiss, dass die Ausdehnung des Korpers das
objective Merkmal der Wéarmezunahme ist; und man kann einen
Normalkdrper herstellen, der durch sein Volumen den physikalischen
Warmezustand kennzeichnet und so als Thermometer dient. — 1st
aber nicht eine Empfindung sondern ein Gefiihl, das den subjectiven
Gemlithszustand charakterisirt, gegeben, so kann zwar wiederum ein
bestimmter &uBerer Vorgang als Erreger jenes Gefiihls vorhanden
sein. Es zeigen sich ja in der That die Gefilihle der Lust und der
Unlust vielfach an duRere Vorgdnge geknipft. Ein eindeutiges, mit
empirischer Gewissheit zutreffendes Entsprechen eines bestimmten
aulleren Vorgangs und eines bestimmten Gefiihls wird man aber nicht
annehmen, eben weil die Gefuhle im Unterschied von den Empfin-
dungen nicht als Zeichen fiur die Beschaffenheit der Objecte, sondern
als Zeichen flir den Zustand des Subjects dienen und der Zustand
des Subjects nicht ausschlieflich durch die jeweiligen dufleren Vor-
génge bedingt wird. Man wére daher selbst dann, wenn ausnahms-
los, soweit die bisherige Erfahrung reicht, mit einem bestimmten
auleren Vorgange immer der namliche Gefiihlszustand sich verknipft
zeigen sollte, doch nicht zu der Ueberzeugung berechtigt, dass dies
auch kinftighin und bei jedermann so sein werde. Man mdisste viel-
mehr in Rechnung ziehen, dass eine Ausnahme der vorlaufig durch-
weg bestétigten Regel sehr wohl mit der sonstigen Erkenntniss des
Seelenlebens vereinbar ist, und man dirfte aus der bisherigen Er-
fahrung nur dies mit Fug und Recht schliefen, dass ein hoher Grad
von Wahrscheinlichkeit fur das Zusammentreffen jenes Gefiihls und
jenes &uleren Vorgangs besteht.

Die Theorie der Induction hat demzufolge in Ricksicht zu
ziehen, dass Erfahrungsthatsachen je nach der in dem zugehdrigen
Wissensgebiete erreichten Stufe des Erkennens und der Anwendbar-
keit allgemein gultiger, auf dem Erkenntnisstriebe beruhender Grund-
sétze wissenschaftlicher Forschung entweder zur Erkenntniss empi-
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rischer Gewissheit oder zur Einsicht in verschiedene Mdglichkeiten,
mit gunstigen Falls bestimmbaren Wahrscheinlichkeiten, fihren.

Dadurch wird zugleich die Frage Mill'sl) beantwortet, warum in
manchen Féllen eine einzige Instanz zu einer vollstdndigen Induction
ausreiche, wéhrend in anderen Fallen Myriaden Ubereinstimmender
Instanzen, ohne eine einzige bekannte oder vermuthete Ausnahme, so
sehr wenig dazu beitragen, einen Satz von durchgéngiger Allgemein-
heit zu begrinden. — Wenn namlich Mill die beiden Falle anfihrt,
dass einerseits ein Chemiker keinem Zweifel begegne, falls er auch
nur auf Grund eines einzigen, richtig angestellten Versuches Dasein
und Eigenschaften einer neu entdeckten Substanz behauptet, wéhrend
anderseits trotz ausnahmsloser Bestatigung des Satzes, dass Krahen
schwarz sind, doch das Vorkommen einer grauen Krahe fir mdglich
gehalten werden misse, so ist im Einkldnge mit den vorstehenden
Darlegungen klar, dass im ersten Falle eine wissenschaftliche Chemie
nicht moglich wére, wenn man die empirisch gefundenen Eigenschaften
einer Substanz nicht als zum Begriff der Substanz gehdrig aner-
kennen wollte, wogegen im zweiten Falle die zoologische Erkenntniss
es ausschliefl3t oder wenigstens nicht fordert, dass die Farbe der Kréhe
als zum Begriffe der Krahe gehotrig aufgefasst werde. Darum ist es
empirisch gewiss, dass eine bestimmte Substanz immer die namlichen
Eigenschaften hat, wéhrend gulnstigsten Falles bloR der Grad der
Wahrscheinlichkeit ermittelt werden kann, der fir die schwarze Farbe
der Kréhe besteht.

Auch ist nachdricklich hervorzuheben, dass die Anzahl beob-
achteter Félle nur dann von Bedeutung sein kann, wenn es sich um
inductive Wahrscheinlichkeitserkenntniss handelt. Bei der ub-
lichen Beschréankung der Induction auf Begriffsergdnzung hingegen
darf die Einfihrung der neuen Beziehung in den vorhandenen Begriff
nicht durch den Hinweis auf die Haufigkeit zutreffender und den
Mangel widersprechender Beobachtungen begriindet werden. Selbst
die bescheidene Forderung von mindestens zwei Beobachtungen ist
unzuldssig. Denn die Anzahl der Falle als solche hat auf die Ge-
wissheit der Erkenntniss keinen Einfluss, so wesentlich auch eine

1) John Stuart Mill, System der deductiven und induotiven Logik (lber-
setzt von Gomperz), 1. S. 367.



106 Gotti. Friedr. Lipps.

Wiederholung dér Beobachtung fiir die Sicherstellung des gefundenen
Resultates sein magl).

8 6. Wabhrscheinlichkeitsbestimmung.

Sieht man sich zu der Annahme genéthigt, dass A sowohl mit B
vereinigt sein als auch ohne B Vorkommen kann, so gilt es, die fir
beide Mdglichkeiten bestehenden Wahrscheinlichkeiten zu bestimmen.
Es muss darum Klargestellt werden, worauf die Wahrscheinlichkeits-
bestimmung abzielt und wie sie geleistet werden kann.

a. Die Definition der Wahrscheinlichkeit.

Als wahrscheinlich bezeichnet man ein Ereigniss, wenn es nicht
mit Gewissheit erwartet wird, sondern — der vorhandenen Erkennt-
nis gemaB — ebensowohl eintreten als auch ausbleiben kann. Es
ist ferner das Eintreten eines Ereignisses wahrscheinlicher als das
Ausbleiben, wenn — auf Grund der vorhandenen Erkenntnis — das
Eintreten haufiger zu erwarten ist als das Ausbleiben. Man kann
schlieBlich die Wahrscheinlichkeit nicht bloR als ein unbestimmtes
»mehr oder minder«, sondern zahlenméRig bestimmen, wenn man
zu der Erkenntniss gelangt, dass unter einer Gesammtzahl von t
Féllen das in Frage stehende Ereigniss r-mal eintreten und s-mal
ausbleiben wird. Es bezeichnen alsdann die Quotienten

P=$ und q—S—,

wo r+s=t und i? +# =1, die Wahrscheinlichkeiten fir das
Eintreten und flr das Ausbleiben des Ereignisses.

1) So hebt auch Sigwart (Logik, Il., 2. Aufl. S. 430) hervor, »dass die
Zahl der Falle, aus denen ein allgemeiner Satz gewonnen wird, keinen fundamen-
talen Unterschied in dem logischen Processe begriindet, der dabei stattfindet, und
dass der Charakter des letzteren verhillt wird, wo die Zusammenfassung einer
Anzahl gleichartiger Falle als sein wesentliches Moment gelten soll.« — Wenn
B. Erdmann (Zur Theorie des Syllogismus und der Induction; Philos. Aufs, zu
Zeller’s Jubildum, S. 211) sich damit nicht einverstanden erklért und den induc-
tiven Schluss auf die Zusammengehdrigkeit von A und B darauf griindet, dass
die bisherige Erfahrung einen constanten Zusammenhang zwischen A und B ge-
zeigt habe, so ist darauf hinzuweisen, dass die obigen Beispiele das Unzul&ngliche
eines solchen Schlusses zeigen.
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Unter Wahrscheinlichkeit ist somit die relative Haufig-
keit eines Ereignisses zu verstehen, mag nun dieselbe nur
als ein unbestimmtes »mehr oder minder« oder als ein po-
sitiver echter Bruch bestimmbar sein.

Will man also die Wahrscheinlichkeit fur die Yerhindung von
A mit B ermitteln, so ist die relative Haufigkeit fur das Auftreten
dieser Yerhindung zu bestimmen.

Da diese Bestimmung einen Fortschritt in der Erkenntniss von
A einschlielen soll, so kann es sich dabei nicht um subjectives Mei-
nen und Dafurhalten handeln. Auch wére es werthlos, im Bewusst-
sein mangelnder Einsicht zu sagen, dass man keinen Grund habe,
die eine Moglichkeit fur wahrscheinlicher zu halten als die andere,
und darum die Wahrscheinlichkeit beider Mdglichkeiten als gleich

grol’, d. h. jede gleich ~ annehmen wolle. Es ist vielmehr eine dem

Denkgegenstande A wirklich zugehdrige Bestimmung erforderlich, die
ebenso wie die sonstigen, zum Begriffe oder zum Bereiche von A
gehdrenden Bestimmungen in der Beschaffenheit von A, nicht aber
im subjectiven Ermessen begriindet ist.

Nun hat man bereits erkannt, dass A je nach Umstdnden bald
zusammen mit B bald ohne B Vorkommen kann. Dies setzt voraus,
dass A einer doppelten n&heren Bestimmung fahig ist und entweder
als A oder als A" auftreten kann, wo A durch die Yerhindung mit
[>, A" durch das Fehlen von B ausgezeichnet ist. Es zerfallt somit
der Begriffsumfang von A in die beiden Begriffsumfdnge von A’ und
A". Der Begriffsumfang von A bezeichnet aber alle Mdglichkeiten
fir das Auftreten von A; denn er wird durch die Mannigfaltigkeit
aller Bewusstseinsinhalte, die als Unterlage von A mdglich sind, ge-
bildet. Ebenso bezeichnet der Begriffsumfang von A resp. A" alle
Méoglichkeiten fur das Auftreten von A resp. A", da er aus der Ge-
sammtheit aller moglichen Unterlagen von A' resp. A" besteht. Man
hat demgemé&lR anzunehmen, dass A haufiger oder seltener mit B ver-
bunden als ohne B Vorkommen werde, je nachdem der Begriffsumfang
von A gréRer oder kleiner als der Begriffsumfang von A" ist. Lassen
sich Uberdies die Begriffsumfdnge auszéhlen oder (wenn sie continu-
irliche Mannigfaltigkeiten darstellen) ausmessen und findet man auf
diese Weise die Anzahl oder MaRzahl der Mdglichkeiten fir das
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Auftreten von A' und Ar gleich r und gleich s, wonach fiir A selbst
r +s oder t Mdglichkeiten bestehen, so wird die Wahrscheinlich-
keit p fir das Auftreten der Verbindung von A und B durch

T

P==
und die Wahrscheinlichkeit q flir das Ausbleiben dieser Verbindung
durch

s

g=1
bezeichnet. Aber auch dann, wenn von den Zahlen r, s, t nicht jede
flr sich angehbar ist, kann es doch mdglich sein festzustellen, den
wie vielten Theil des Begriffsumfangs von A die Begriffsumfange von
A und A" ausmachen; und diese Bruchwerthe bestimmen alsdann die
Wahrscheinlichkeiten p und g.

Das Urtheil Uber die Wahrscheinlichkeit oder relative Haufigkeit
des Auftretens der Verbindung von A und B muss sich demnach
auf den Vergleich von Begriffsumfangen stlitzen, wenn es eine ob-
jectiv giltige Erkenntniss aussagen soll. Dabei gilt folgende Be-
stimmungl):

Ist der gegebene Denkgegenstand A entweder als das
mit B verbundene A' oder als das ohne B vorkommende A"
zu denken, so ist die Wahrscheinlichkeit fur das Auftreten
der Verbindung von A und B gleich dem durch den Be-
griffsumfang von A dargestellten Bruchtheil des Begriffs-
umfangs von A.

1) Wéhrend hier die Wahrscheinlichkeitsbesthnmung ganz allgemein auf den
Vergleich von Begriffsumfangen zurtickgefuhrt wird, mdgen dieselben nun durch
endliche oder unendlich groRe, discrete oder continuirliche Mannigfaltigkeiten
dargestellt werden, findet J. von Kries (Die Principien der Wahrscheinlichkeits-
rechnung-, eine logische Untersuchung, 1886) die Wahrscheinlichkeitsbestimmung
(S. 24) daran gebunden, dass »unsere Annahmen einen Gegenstand betreffen, fir
welchen, unserm Wissen gemaéf, ein messbarer und in Theile zu zerlegender
Spielraum des Verhaltens mdéglich erscheint«, und er gelangt (S. 36) zu dem Satz
dass Annahmen in einem zahlenm&Rig angebbaren Wahrscheinlichkeitsverhéltniss
stehen, wenn sie indifferente und ihrer GroRRe nach vergleichbare Spielrdume um-
fassen, und dass bestimmte Wahrscheinlichkeitswerthe sich daher da ergeben, wo
die Gesammtheit aller Mdglichkeiten durch eine Anzahl solcher Annahmen er-
schopft werden kann«.
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b. Die deductive Bestimmung der Wahrscheinlichkeit.

Die Kenntniss dieses Bruchwerthes kann durch Deduction oder
Induction gewonnen werden, wonach man deductive und induc-
tive Wahrscheinlichkeitserkenntnissl) zu unterscheiden hat.

Gehort zum Begriff von A die Einsicht, dass A entweder als
das mit B verbundene A' oder als das ohne B auftretende A" sich
darstellt, und sind auflerdem die Begriffsumfange von A sowohl wie
von A und A" bekannt, so dass eine exacte Bestimmung oder wenig-
stens naherungsweise eine Abschétzung der Mdoglichkeiten fur A' im
Vergleich zu den Mdglichkeiten flr A ausfihrbar ist, so gelangt man
auf deductivem Wege zur exacten oder angenaherten Kenntniss
der Wahrscheinlichkeit fur die Verbindung von A und B. Die Be-
ziehung zwischen A und dem gefundenen Wahrscheinlichkeitswerthe
grindet sich auf den Begriff von A und gehort zum logischen Be-
reich von A.

Als Beispiel denke man sich eine Urne, in die weile und schwarze
Kugeln gelegt sind. Dann wird der Denkgegenstand A durch jede
Kugel der Urne und insbesondere der mit B (der weillen Farbe) ver-
bundene Denkgegenstand A' durch jede weile Kugel und demnach
A" durch jede schwarze Kugel dargestellt. Die Begriffsumfange von
A, A und A" werden ferner durch die Anzahlen aller Kugeln, der
weilen Kugeln und der schwarzen Kugeln bestimmt. Die Wahrschein-
lichkeit oder relative Haufigkeit einer weillen Kugel in der Urne ist
somit bekannt, wenn die Anzahl der weifen und der schwarzen

1) Es ist unmittelbar klar, dass hier die in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
sogenannten Wahrscheinlichkeiten a priori und a posteriori als deductiv erkannte
und inductiv erkannte Wahrscheinlichkeiten bezeichnet werden. — Fir andere
Unterscheidungen, etwa fur diejenige zwisi-hen objectiver und subjectiver Wahr-
scheinlichkeit, die man bei A. Meyer Vorlesungen Uber Wahrscheinlichkeits-
rechnung; deutsch von Czuber, 1879, S. 6; findet, besteht kein gentigender Grund.
Denn jede Wahrscheinlichkeitsbestimmung ist, wenn sie einen Erkenntnisswerth
besitzen soll, nothwendig objectiv, sofern sie in der Natur des Objectes, das der
IVVahrscheinlichkeitsbestimmung unterliegt, begrindet sein muss; sie ist aber zu-
gleich subjectiv, da sie stets »von dem Zustande unserer Kenntnisse« abhdngt
(was a. a. O. als charakteristisches Merkmal der subjectiven Wahrscheinlichkeit
hervorgehoben wird). Eine rein subjective Wahrscheinlichkeitsbestimmung, die ein
bloRes Meinen ohne objective Begriindung zum Ausdruck bréchte, wére, wie
schon weiter oben bemerkt wurde, ohne Erkenntnisswerth.
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Kugeln oder wenigstens ihr Verhéltniss bekannt ist. Beispielsweise ist
die Wahrscheinlichkeit fur eine weille Kugel gleich 3/4 wenn 500 Ku-
geln in der Urne und darunter 300 weil3e sind, oder auch wenn un-
endlich viele Kugeln vorhanden sind, die sich in Gruppen von je funf
Kugeln mit je drei weifen Kugeln ordnen lassen. — Handelt es sich
hingegen um die Wahrscheinlichkeitsbestimmung fir das Ziehen
einer weilen Kugel aus der Urne (wo alsdann bei einer endlichen
Anzahl von Kugeln jede gezogene Kugel zuriickgelegt und mit den
anderen vermischt zu denken ist), so ist zwar wiederum Kklar, dass
jeder Zug A entweder als das Ziehen einer weilen Kugel, als A\
oder als das Ziehen einer schwarzen Kugel, als A' zu denken ist;
auch pflegt man ohne weiteres in der Wahrscheinlichkeitsrechnung
die Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen einer Kugel von bestimmter
Farbe der Anzahl vorhandener Kugeln mit der betreffenden Farbe
proportional zu setzen. Dies ist aber an die Bedingung geknupft,
dass die Verschiedenartigkeit der Lage der Kugeln in der Urne und des
Herausnehmens derselben aus der Urne, die in der That unendlich grof3
ist, zu keiner Bevorzugung einzelner Kugeln fihrt, dass vielmehr bei
einer unbegrenzten Wiederholung des Ziehens jede einzelne Kugel
verhéltnissmaRkig gleich haufig getroffen wird. Diese Voraussetzung
ist unentbehrlich; denn an ein wirkliches Abzadhlen aller mdglichen
Falle fur das Ziehen einer weien oder einer schwarzen Kugel oder
einer Kugel tUberhaupt — an die Bestimmung der Begriffsumfange
von A', A" oder A ist hier nicht zu denken.

c. Die Methoden zur inductiven Bestimmung der
Wahrscheinlichkeit.

Ist die Wahrscheinlichkeitsbestimmung nicht auf deductivem
Wege moglich, hat man also keine, mit dem vorhandenen Begriff von
A mittelbar oder unmittelbar zusammenhangende Kenntniss der Be-
griffsumfange von A, A', A", so kann man bloR auf dem Wege der
Erfahrung zu dieser Kenntniss gelangen. Die Erfahrung lehrt ndm-
lich, ob an der jeweiligen Unterlage des gegebenen A sich zugleich B
zeigt oder nicht, ob also das A in der gerade vorliegenden Gestalt
ein A" oder A" ist. Es ist nun aber der Inbegriff aller Mdglich-
keiten fur das Auftreten von A oder der ganze Begriffsumfang von
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A durchzugehen und festzustellen, wie oft A! und wie oft A" auftritt.
Der Quotient aus den so ermittelten Anzahlen der Mdglichkeiten fur
A und der Mdoglichkeiten fur A, d. h. das empirisch bestimmte
Verhaltniss der Begriffsumfiange von A' und von A stellt
die gesuchte Wahrscheinlichkeit oder relative H&aufigkeit
des Vorkommens von A' oder der VVerbindung von A mit B
dar. Auf diese Weise wird die Beziehung zwischen A und dem ge-
fundenen Wahrscheinlichkeitswerthe in den Begriff oder in den
logischen Bereich von A eingefihrt und somit inductiv erkannt.

Diese Art der Wahrscheinlichkeitsbestimmung erfordert ein voll-
stdndiges Erschopfen aller Einzelfalle — wie man es von der soge-
nannten vollstdndigen Induction zu fordern gewoéhnt ist. Sie ist daher
nur dann ohne weiteres ausfihrbar, wenn die Begriffsumfdnge aus
endlichen, zahl- oder messbaren Mannigfaltigkeiten bestehen: etwa
in dem Falle, wo eine Urne mit einer unbekannten aber endlichen
Anzahl schwarzer und weiller Kugeln vorhanden ist und die Kugeln
einfach abzuzadhlen sind, um die Wahrscheinlichkeitswerthe zu ermit-
teln. Wird aber der Begriffsumfang durch eine unendlich grofie
Mannigfaltigkeit dargestellt, so lasst er sich natirlich nicht ersché-
pfen; und auch bei einer endlichen Mannigfaltigkeit kann das Er-
proben aller Mdglichkeiten wegen besonderer Umsténde (z. B. wegen
der Besonderheiten ihrer rdumlichen oder zeitlichen Vertheilung) oder
auch wegen der praktisch nicht zu bewéltigenden groRen Anzahl un-
moglich werden. So z. B., wenn in der Urne unendlich viele oder
Uberaus viele schwarze und weie Kugeln in unbekannter Anzahl
vorhanden sind, deren vollstandiges Abzahlen unausfiihrbar ist.

Nun hat man aber nicht ausnahmsweise, sondern in der Hegel
solche Begriffsumfdnge zu erwarten, deren Mannigfaltigkeiten unbe-
grenzt groR oder wenigstens grolRer sind, als dass man sie ohne weiteres
abzéhlen kénnte. Es kann daher die Frage nicht umgangen werden,
ob nicht unter Umsténden die Beobachtung eines zur Verfligung ste-
henden Theils des Begriffsumfanges von A genligen kann, um ein
hinreichend sicheres Urtheil Uber das Verhéltniss der Begriffsumfénge
von A" und A", die den Gesammtumfang des Begriffs von A aus-
machen, zu gewinnen.

Dass dies nicht unter allen Umstdénden mdglich ist, ergibt sich
aus folgender Bemerkung.
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Die Wahrscheinlichkeitsbestimmung ist nur von der Anzahl der
auf A und A" treffenden Falle, nicht von der Ordnung, in der
diese Falle auftreten, abhéngig. Besteht namlich die Mannigfaltig-
keit des Begriffsumfangs von A aus t abzahlbaren Elementen, von
welchen r den Begriffsumfang von A und s den Begriffsumfang von
A" bilden, so sind uberhaupt

tit— 1) [t—2]...3.2.1 oder t\

Anordnungen denkbar, indem jedes der t Elemente mit jedem der
t — 1 Ubrigen und jedes solche Paar wiederum mit jedem der t— 2
nun noch verfligbaren Elemente combinirt werden kann u. s. w. Bei
jeder Anordnung treten aber r Elemente A und s Elemente A" auf.
deren relative Haufigkeiten durch

P="7und T=T

angegeben werden. — Werden nun nicht alle t Elemente, sondern
bloR m (wo m << t) abgezéhlt, so sind im Ganzen
tfk— 1) (f—2 ... t—m+1J)

aus den t Elementen herstellbare Systeme von m Elementen mdglich,
und diese Systeme zerfallen, da die t Elemente aus r Elementen A
und s Elementen A" sich zusammensetzen, in folgende m +
Gruppen*):

Hr[r—1)... (r—m-j-1) Systeme aus m Elementen A;

2y r... (r—m-j-2)+s Systeme aus m — 1 Elementen A

und einem Elemente A";

3 —)—g— r... r—m-f-3)s[s— 1) Systeme aus m — 2

Elementen A und 2 Elementen A™;

myr+ s(s—1) ... (s—m-+ 2 Systeme aus einem Elemente
A und m — 1 Elementen A";

1 Die mitgetheilten Anzahlen der moglichen Systeme fir jede Gruppe fol-
gen unmittelbar aus den Regeln der Combinationslehre.
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m+ 1) s(s—1) ... (s—m-+ 1) Systeme aus m Elementen A".
Es sind somit, wenn

tolto — 1)(M — 2)... (to—i+1) A m\
Vo230 00 °der i\(m — i)\

durch

angedeutet wird, allgemein

. r—To+i+1+s. .. §—i+1) oder kurz Cm_i- |
Systeme aus m — i Elementen A und i Elementen A" méglich. Und
es konnen folglich, falls weder r noch s kleiner als m ist, hei einer
beliebigen Bestimmung von m Elementen entweder nur Elemente A
oder nur Elemente A" oder sowohl Elemente A' als auch Elemente
A" in irgend welcher Mischung auftreten. Die Quotienten p und g,
die hier das Yerhiltniss der Elemente A und A" zur Gesammtzahl
to des abgezahlten Systems angeben, werden demgemal je nach Um-
stdnden das eine oder das andere der m + 1 Werthenpaare

— e L g=—=2 [i=0,1 2... to)

darstellen, so dass eine sichere "Wahrscheinlichkeitsbestimmung in der
That unmdglich ist, wenn nicht besondere Bedingungen erfillt sind.

Diese Bedingungen missen das Hervortreten solcher Mischungs-
verhiltnisse fur die Elemente A und A" zur Folge haben, die mit
dem Yerhéltniss der Begriffsumfange von A und A" Ubereinstimmen,
so dass diejenigen Werthe

bestimmt werden kdnnen, die den gesuchten Werthen
r s
v=~v g=1
véllig oder nahezu gleich sind.
Ich finde nun zwei Arten solcher Bedingungen.
Es sind namlich einerseits Bedingungen denkbar, durch

welche fir einen abzahlbaren, aus m Elementen bestehen-
Wundt, Philos. Studien. XVII. 8
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den Theil des Begriffsumfangs von A eine beliebige Mi-
schung aus Elementen A' und A" verhindert und gerade
diejenige Mischung herbeigefihrt wird, die genau oder mit
moglichster Annaherung das wirkliche, zwischen den Be-
griffsumfangen von A und A" bestehende Verhéltnis»
wiedergibt.

Es sind aber auch anderseits Bedingungen denkbar,
durch welche bei der Bestimmung von einigen oder von
vielen, kurz von n aus je m Elementen bestehenden Theilen
des Begriffsumfangs von A die verschiedenen mdglichen
Mischungen aus Elementen A und A" zwar nicht zu Gun-
sten einer einzigen unterdrickt werden, wohl aber in einer
solchen gesetzmaligen Anordnung auftreten, dass die-
jenige Mischung, die das Verhaltniss der Begriffsumfange
von A' und A' genau oder am besten zum Ausdruck
bringt, am haufigsten vorkommt und hierdurch kenntlich
gemacht wird.

Die Bedingungen der ersten Art sind erfiillt, wenn der abgezéhlte
Theil des Begriffsumfangs von A dem Gesammtumfange ahnlich ist,
so dass er ein treues Abbild des letzteren ist. Dies ist mdglich,
wenn der Begriffsumfang von A in zwei oder noch mehr Theile zer-
fallt, die in ihrer Beschaffenheit und somit auch in den Verhalt-
nissen der jedem Theile zukommenden Elemente A und A" berein-
stimmen. Es ist dann nur daftr Sorge zu tragen, dass das abgezahlte
System von m Elementen einen solchen, dem Gesammtumfange &hn-
lichen Theil wirklich darstellt, um die Gewahr zu haben, dass die
jenem System entnommenen Werthe

_m—i i
P=m 1=
mit den gesuchten Werthen
r s
P=NK qg=1
ganz oder hinreichend nahe Ubereinstimmen. — Handelt es sich z.

B. um eine Wahrscheinlichkeitsbestimmung fir eine Pflanze wie
Roggen oder Weizen, so darf man bei Ubereinstimmender Beschaffen-
heit des Bodens und des Klimas annehmen, dass das eine Roggen-



Die Theorie der Collectivgegenstande. 115

oder Weizenfeld die ndmlichen Verhéltnisse darhietet wie das andere;
und man kann sich demgemdR auf die Untersuchung eines gerade
zur Verfugung stehenden Feldes beschranken. — Gilt ferner die
Wahrscheinlichkeitsbestimmung einem gewissen Merkmal, das sich
bei den Angehdrigen eines Volksstammes mit einer constanten Hau-
figkeit vorfindet und mit dem Lebensalter sich nicht &ndert (bei-
spielsweise das Vorkommen blauer Augen), so geniigt das Abzéhlen
fur eine bestimmte Altersclasse, etwa fur die Schulkinder, um die
wahren Werthe p und g mit hinreichender Sicherheit zu finden.
Denn die Unterscheidung von Altersclassen fuhrt hier zu Theilen der
Gesammtmannigfaltigkeit, die untereinander und mit der letzteren
hinsichtlich der gesuchten Verhéltnisszahl mit hinreichender Genauig-
keit 0Ubereinstimmen, weil die Haufigkeit jenes Merkmals constant
ist und darum fir die Jungen ebenso grofl wie fur die Alten ange-
nommen werden muss. — Bei der Urne mit weilen und schwarzen
Kugeln hingegen durfte man nur dann mit Fug und Recht einen
Theil dem Ganzen d&hnlich voraussetzen, wenn man Uber ein
Mischungsverfahren verfiigen konnte, durch das in der ganzen
Urne ein gleichartiges Gemenge schwarzer und weiller Kugeln er-
zeugt wirde.

Fehlen solche Bedingungen, die ein Zerfallen des Begriffsumfangs
in &hnliche Theile herbeifiihren, so kann man nicht erwarten, dass
ein einzelnes System von m Elementen das in Wirklichkeit zwischen den
Begriffsumfangen von A und A" bestehende Verhaltnis kennen lehrt.
Es bleibt daher bloR (brig, auRer dem einen Systeme noch andere
abzuzdhlen. Aber auch bei der «-maligen, unter gleichen Umsténden
ausgefuhrten Bestimmung eines Systems von m Elementen kann man
ohne das Hinzutreten besonderer Bedingungen nur ein regelloses
Schwanken zwischen den m -f- 1 Mischungsverhaltnissen (m — i) : i
erwarten. Denn man weill zunéchst nur, dass t. .. (t—m + 1)
Systeme moglich sind, unter denen Cm_i;i das Verhéaltnis (m — i):i
zeigen. Dabei ist noch zu beachten, dass jedes abgezéhlte System
der Gesammtmannigfaltigkeit wieder einverleibt zu denken ist, wenn
die Bestimmung aller Systeme unter gleichen Umstédnden erfolgen
soll: wie bei der Urne mit t — r + s weillen und schwarzen Kugeln,
aus der immer wieder m Kugeln gezogen werden sollen, nachdem die
bereits gezogenen m Kugeln in die Urne zuriickgelegt worden sind.

8=
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Es kann folglich ein bereits abgezéhltes System nochmals zum Vor-
schein kommen und jedes in unbegrenzter Wiederholung zur Abzéh-
lung gelangen. Darum missen Bedingungen von der an zweiter Stelle
genannten Art erfillt sein. Dann kann aus dem am haufigsten auf-
tretenden Mischungsverhéltnis dasjenige Paar von Wahrscheinhch-
keitswerthen
m—i i
=w 97 T

berechnet werden, das dem gesuchten Werthenpaare

vollig oder nahezu gleich ist.

Diese Bedingungen sind insbesondere dann erfullt, wenn bei der
beliebig oft, unter gleichen Umstdnden wiederholten Bestimmung von
je m Elementen aus der Gesammtzahl von t— r + s Elementen
keines dieser Elemente bevorzugt wird, sondern alle gleich haufig zur
Verwendung kommen. Dann werden namlich die verschiedenartigen
Systeme von Elementen A’ und A™ in solcher Vertheilung auftreten,
dass durchschnittlich unter t(t — 1) ... (t— m + 1) Systemen

Cm_iU = r... r—m+i+1's... s—i+1

Systeme mit m — i Elementen A' und i Elementen A"™ zu erwarten
sindl). Es ist aber

1) Es werden also durchscknittlicli
Cn0=r(r—1) ¢+ (r—m++ 1) Systeme aus ~-Elementen A! und
COm =s(s—1) 1+ (s—m + 1) Systeme aus »"-Elementen A"

zu erwarten sein. Solche Systeme nennt Marbe (Naturphilosophische Unter-
suchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre, 1899) reine Gruppen und behauptet (S. 71),
»dass in allen Féllen, wo man die Wahrscheinlichkeitsrechnung anzuwenden pflegt,
flr gewisse GruppengroBen [d. h. wenn m eine gewisse Anzahl (bersteigt] die
reinen Gruppen niemals Vorkommen*. Er stutzt sich auf dhnliche Behauptungen
d’Alembert’s (Mélanges de littérature, d'histoire et de philosophie, Amster-
dam 1767) und sucht durch eigene Versuche (Werfen eines Geldstiicks, das Zahl
oder Wappen zeigt) und aus den Resultaten des Roulettespiels eine Bestatigung
flr seine Ansicht zu gewinnen. Dabei begeht jedoch Marbe den Fehler, zu
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falls die Proportion (m — i) : i1 ==r:s erflllt ist. Denn es ver-
halt sich:

r—m i-\-k+1 m—i—Kk
C'm-i-k; i+k 1 CitleHt — -~ IK Fag o aTgTi
r n S —e n ~ * — k__
m-i+kU-k 1 k-m-i+]c+1-,i-k-i r m i— k‘ m—i+k+1’

und da, wenn r — X[m — i) ; s = li gesetzt wird,

X—Dm—i)+k+1 m—i m—i—Kk
X—1)i—k i ¥4+ k+ 1

fF—Dz-4+k+-1 i A ik

I—Dm—i)—k M — m—*-Fk+1

so ist auch fir k =0, 1, 2.. ..

strenge Forderungen hinsichtlich der Uebereinstimmung zwischen theoretisch be-
rechneten und empirisch gefundenen Wahrscheinlichkeitswerthen zu stellen. Ich
finde darum, im Gegensatz zu Marhe, in seinen eigenen Versuchen eine hin-
reichende Bestétigung der (blichen Auffassungsweise, da man doch wohl nicht mehr
verlangen kann, als dass die beobachtete Anzahl reiner Gruppen einmal kleiner
(in der mitgetheilten Tabelle 1) und ein andermal groéRer ist (in den bloR
erwéhnten Versuchen S. 14) als die theoretisch bestimmte Anzahl. Eine Ueber-
einstimmung kann man ja nur im Durchschnitt vieler, streng genommen unend-
lich vieler Versuche erwarten. Es sind ferner die Differenzen zwischen Theorie
und Erfahrung beim Roulettespiel, einzeln betrachtet, gar nicht unginstig. Nur
der fur die Tabellen V—X (bereinstimmende Gang der Differenzen (die an Stelle
der sachlich nicht gerechtfertigten Quotienten Marbe’s zu treten haben) kann,
meines Erachtens, zu dem Schliisse fiihren, dass speciell beim Roulettespiel die
Tendenz zum Zurickbleiben der empirich beobachteten Anzahlen reiner Gruppen
hinter den theoretisch zu fordernden Anzahlen bei wachsendem m vorhanden ist.
Dass aber reine Gruppen von einer gewissen GroRe des m ab (berhaupt nicht
mehr Vorkommen, folgt hieraus gar nicht. Der angestrebte Beweis wird somit
nicht erbracht. Seine Unmdglichkeit erhellt Ubrigens aus folgendem Beispiel: Es
sind zwei Varietdten einer Pflanzenspecies denkbar, deren relative Haufigkeiten
oder Wahrscheinlichkeiten fur einen gewissen Landstrich bestimmt werden sollen.
Die beiden Varietdten koénnen nun gleichmé&Rig gemischt sein; dann wird man
keine reinen Gruppen finden. Es kann aber auch die eine Varietit bloR auf den
Bergen und die andere blol? in der Ebene Vorkommen; dann wird man beliebig
groRRe reine Gruppen finden, falls man ausschlieflich auf den Bergen oder in der
Ebene botanisirt; man kann ferner eine beliebige Mischung der beiden Varietaten
erhalten, wenn man die Pflanzen den verschiedenartigen Standorten entnimmt.
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t'm-i—k; i+k Cm-i—k—i; i+k+i
m-i+k; i-k ™ I

Somit tritt dasjenige System am haufigsten auf, fur welches das Ver-
haltnis [m — i) : i der zugehoérigen Elemente A und A" dem Ver-
haltnisse r : s gleich ist oder am nédchsten kommt, wahrend die von
jenem Verhéltnisswerth mehr und mehr sich entfernenden Systeme
durch ein immer selteneres Auftreten ausgezeichnet sind.

Ist z. B.t=15; r —9; s = 6; m — 5; sind also 15 Mdglich-
keiten fur A, darunter 9 fur A und 6 fur A" vorhanden, wahrend
immer nur je 5 in Ubrigens unbegrenzter Wiederholung erprobt wer-
den koénnen, so hat man hei gleichmé&Riger Inanspruchnahme aller
15 Mdglichkeiten unter 15+ 14113+ 12+ 11 = 360 360 Bestimmungen
folgende Féalle zu erwarten: 15120 Falle mit je 5 A'; 90720 Falle
mit je 4 A und 1 A"; 151200 Félle mit 3 A" und 2 A"; 86 400
Félle mit 2 A" und 3 A”; 16 200 Félle mit 1 Al und 4 A"; 720 Falle
mit 5 A". Demnach findet man, aus dem am hé&ufigsten auftre-
tenden Systeme mit 3 A und 2 A" die Werthe

die mit den wahren Werthen r:t und s: t Gbereinstimmen; und zwar
werden sich diese Werthe mit der relativen Haufigkeit 151200 :
360 360 = 0,42 ergeben. Will man sich aber mit einer bloR ange-
naherten Bestimmung von p und g begniigen, etwa mit der Erkennt-
nis, dass

so werden sich die Werthe von p und q innerhalb der angegebenen
Grenzen mit der relativen Haufigkeit (90720 -f- 151200 + 86400) :
360360 = 0,91 finden lassen, da nunmehr zu den Fallen mit je drei
A' und zwei A" noch die Féalle mit je vier A' und einem A" und je
zwei A" und drei A" hinzukommen.

Zu derselben GesetzmaRigkeit in etwas einfacherer Form gelangt
man, wenn nicht erst das ganze System, sondern schon jedes einzelne
Element des zur Abzahlung gelangenden Systems der Mannigfaltig-
keit wieder einverleibt gedacht wird: wenn also beim Ziehen von m
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Kugeln aus der Urne mit t = r + s weilen und schwarzen Kugeln
jede einzelne Kugel, nachdem sie gezogen worden, sogleich in die
Urne zurtickgelegt wird. Dann kann némlich jedes der t Elemente
mit sich selbst ebenso wie mit jedem anderen immer wieder combi-
nirt werden, so dass im Ganzen tm Systeme mdglich sind, die wie-
derum in m + 1 Gruppen zerfallen, jedoch der Art, dass nun

rm-isi i—0,1,2.. m)

Systeme mit m — i Elementen A' und i Elementen A auftreten.
Die Mischung der Elemente A und A" im Yerhaltniss {m — i) : i
wird somit, wenn keines der t Elemente vor den anderen bevorzugt
wird, mit der relativen Haufigkeit

zu erwarten sein, wo nun blofR noch die Verhaltnisse der Anzahlen
r, s, tin Betracht kommen und folglich m beliebig gewahlt werden
kann. Und da

>"'>sm,

wenn (m — i) :i=r:s, so konnen wiederum aus dem am haufig-
sten auftretenden Mischungsverhaltnisse die Werthe p und g bestimmt
und die durchschnittlich zu erwartenden relativen Haufigkeiten oder
Wahrscheinlichkeiten fur das Vorkommen jedes Mischungsverhélt-
nisses angegeben werden.

Wird z B.r:s:t—3:2:5 und rn ==5 vorausgesetzt, so hat
man das System von drei A und zwei A" am hdufigsten und zwar
mit der relativen H&ufigkeit 0,35 zu erwarten, wahrend die Systeme
mit vier A' und einem A", mit drei A und zwei A'. mit zwei A
und drei A' zusammengenommen mit der relativen Haufigkeit 0,84
auftreten werden. — Wird hingegen fur die nédmlichen Verhaltniss-
werthe von r, s und / die Anzahl m — 10 angenommen, so findet
sich das am hdufigsten vorkommende System von sechs A und vier
A" mit der relativen Haufigkeit 0,25, wéhrend fir die Systeme mit
sieben, sechs, finf Al und drei, vier, finf A" die relative Haufigkeit
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0,67 und fiir die Systeme mit acht bis vier A und zwei bis sechs
A" die relative Haufigkeit 0,89 besteht. — Hiernach hat man die
gesuchten Wahrscheinlichkeitswerthe p und g zwischen den Grenzen

7-".5 3 5
100 —» 10 - 10 — o — 10

fir m — 10 mit der relativen Haufigkeit 0,67; und zwischen den
Grenzen

s~ a4 2 6
10 —~ — 10" io — "~ — 10

fir m — 5 mit der relativen Haufigkeit 0,84; fir m = 10 mit der
relativen Haufigkeit 0,89 zu erwarten, so dass man die Wahrschein-
lichkeitswerthe innerhalb gewisser, die wahren Werthe einschlieRender
Grenzen um so héufiger finden wird, je groRer m ist.

Auf diesem Wege hat Jakob Bernoulli im vierten Theile der
Ars conjectandil) das (im vierten Oapitel) von ihm gestellte und in
seinen principiell wichtigen Punkten geklarte Problem der Wahr-
scheinlichkeitsbestimmung aus einer grofen Anzahl von Beobachtun-
gen (im funften Capitel) gelost. Er hat gezeigt, dass die Sicherheit
in der Bestimmung der Wahrscheinlichkeitswerthe mit der Anzahl
der beobachteten Falle wéachst und zwar ohne Grenzen wéchst, ohne
dass — wie er sagt — das Problem »seine Asymptote« hat und ein
bestimmter Grad der Gewissheit, das wahre Yerhaltniss der Félle
gefunden zu haben, auch hei beliebiger Vermehrung der Beobach-
tungen niemals Uberschritten werden kann. Er hat ferner hervorge-
hoben, dass die Wahrscheinlichkeitswerthe nicht absolut genau —
»denn so wirde ganz das Gegentheil herauskommen und desto un-
wahrscheinlicher werden, dass das richtige Yerhaltniss gefunden sei,
je mehr Beobachtungen gemacht wédren« — sondern nur angenahert
»zwischen zwei Grenzen« bestimmt werden kdénnen. Und er gelangt
zu dem Satze:

»Es moge sich die Zahl der glinstigen Félle zu der Zahl der
unglinstigen Félle genau oder ndherungsweise wie r:s, also zu der

1) Unter dem Titel »Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi) von
Jakob Bernoulli (1713)« (bersetzt und herausgegeben von Haussner (Ost-
wald’s Klassiker der exacten Wissenschaften, No. 107 und 108).
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Zahl aller Falle wie r:[r+s)==r:t— wenn r s =1 gesetzt
wird — verhalten, welches letzteres"Verhaltniss zwischen den Grenzen

T-f 1

——

enthalten ist. Nun kénnen, wie zu beweisen ist, so viele Beobach-
tungen gemacht werden, dass es beliebig oft (z. B. e-mal) wahrschein-
licher wird, dass das Verhdltnis der gunstigen zu allen angestellten
Beobachtungen innerhalb dieser Grenzen liegt als aullerhalb derselben,

. r+1 .
also weder groRer als i noch kleiner als

Den Beweis dieses Satzes griindet Bernoulli auf die Eigen-
schaften der Glieder, die man durch die Entwicklung der Potenz

[r-(- s)nt = rnt +

(wo nt an Stelle des oben angenommenen m tritt) erhalt, und er
findet .

»Es konnen so viele Beobachtungen angestellt werden, dass die
Anzahl der Félle, in welchen das Verhéltniss der ginstigen zu allen
Uberhaupt angestellten Beobachtungen die Grenzwerthe

nicht Uberschreitet, mehr als e-mal groRer ist als die Summe der
ubrigen Falle, d. h. dass es mehr als c-mal wahrscheinlicher wird,
dass das Verhdltniss der Anzahl der ginstigen zu der Anzahl aller
Beobachtungen die Grenzen

—==1 und

nicht Uberschreitet, als dass sie es berschreitet«.

Hierdurch erhélt die Methode der Wahrscheinlichkeitsbestimmung
aus einer grofRen Anzahl von Beobachtungen ihre exacte Begrindung.
Es darf aber nicht auBer Acht gelassen werden, dass diese Methode die
Erfiillung der oben, an zweiter Stelle genannten Bedingungen voraus-
setzt, und dass insbesondere das Bernoulli’sche Theorem auf der
Annahme beruht, nach welcher bei einer oftmaligen, streng genommen
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unendlich oftmaligen Bestimmung eines Systems von m Elementen
aus der Mannigfaltigkeit des Begriffsumfangs yon A kein Element
dieser Mannigfaltigkeit vor den anderen bevorzugt wird. Auch ist
daran festzuhalten, dass Wahrscheinlichkeit so viel wie relative
Haufigkeit bedeutet, wonach die groRe Wahrscheinlichkeit, bei grolem
m die gesuchten Werthe von p und g innerhalb gewisser Grenzen
zu finden, keineswegs mit empirischer Gewissheit verwechselt werden
darf, sondern nur die Thatsache ausdriickt, dass bei einer oftmaligen
Bestimmung eines Systems von m Elementen die Werthe von p und
g mit Oberwiegender Héaufigkeit zwischen jenen Grenzen sich halten
werden.

Wird dies beachtet, so wird der principielle Unterschied zwischen
der Wahrscheinlichkeitsbestimmung aus einem dem Gesammtumfange
des Begriffs von A &hnlichen Theile und derjenigen aus einem sehr
groBen Theile dieses Begriffsumfangs nicht verkannt werdenl). Denn
man wird alsdann nicht etwa auf Grund des Bernoulli’schen Theo-
rems einen sehr groRen Theil ohne weiteres als einen dem Ganzen &hn-
lichen Theil voraussetzen. La&sst doch dieses Theorem nur erkennen,
dass bei Erfullung der notliwendigen Bedingungen sehr grofRe Theile
relativ haufiger als kleinere Theile dem Ganzen &hnlich sind und bei
gleich grofRen Theilen die Aehnlichkeit innerhalb gewisser Grenzen
haufiger ist als die Unahnlichkeit.

Es gibt sonach im ganzen drei Methoden fir das induc-

1) Auf eine Verkennung dieses Unterschiedes weist hei Bernoulli die Be-
merkung im viei'ten Capitel des vierten Theils der Ars conjectandi (Ostwald’s
Klassiker No. 108, S. 89): »Dabei [ndmlich bei der Ermittelung der ‘Wahrschein-
lichkeiten a posteriori aus einer groen Anzahl von Beobachtungen, die durch
das von ihm entwickelte Theorem ihre Begriindung finden soll] muss angenommen
werden, dass jedes einzelne Ereigniss in ebenso vielen Féllen eintreten oder nicht
eintreten kann, als vorher bei einem gleichen Stande der Dinge beobachtet wurde,
dass er eingetreten oder nicht eingetreten ist. Denn z. B. wenn man beobachtet
hat, dass von 300 Menschen von dem Alter und der Constitution des Titius 200
vor Ablauf von 10 Jahren gestorben sind, die Ubrigen aber l&nger gelebt haben,
so kann man mit hinreichender Sicherheit folgern, dass es doppelt so viele Falle
gibt, in welchen auch Titius innerhalb des ndchsten Decenniums der Natur
den schuldigen Tribut leisten muss, als Félle, in welchen er diesen Zeitpunkt uber-
leben kann«. Hier setzt demnach Bernoulli eine Aehnlichkeit der beiden De-
cennien voraus, wahrend sein Theorem bei einer Vielheit solcher Zeitraume viel-
mehr eine bestimmte gesetzmé&Rige Grruppirung der mdoglichen Wahrscheinlich-
keitswerthe um einen am h&ufigsten vorkommenden Werth verlangt.
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tive Erkennen der Wahrscheinlichkeit, dass ein Denkgegen-
stand A als ein mit B verbundenes A auftritt:

1. die unmittelbare Bestimmung der Begriffsumfange
von A und 4, deren VVerhaltnis den gesuchten Wahrschein-
lichkeitswerth darstellt;

2. die Bestimmung eines dem Begriffsumfange von A
ahnlichen Tlieils;

3. die Bestimmung von Elementen des Begriffsumfanges
von A in hinreichend grof3er Zahl, wenn die VVoraussetzungen
fir die Anwendung des Bernoulli’schen Theorems erfullt
sind, so dass aus n Systemen von je m Elementen der am
haufigsten vorkommende Wahrscheinlichkeitswerth mit hin-
reichender Sicherheit ermittelt werden kann.

§ 7. Die Definition des Collectivgegenstandes.

Bisher war nur von den beiden Mdglichkeiten die Rede, dass der
gegebene Denkgegenstand A sowohl das mit B verbundene A’ als
auch das ohne B vorkommende A" sein konne. Von besonderen
Féallen abgesehen, wird man jedoch eine grofere Anzahl verschiedener,
einander ausschlieBender Mdoglichkeiten ins Auge zu fassen haben.
Dann wird A entweder als das mit Bt verbundene At, oder das mit
A, verbundene A u. s. w., oder schlieflich das mit Bn verbundene
An auftreten, so dass im ganzen n Modificationen von A mdglich
sind und der Umfang des Begriffs von A aus den n Begriffsumfangen

von A,, A, ... An sich zusammensetzt. Die Anzahl n ist keiner
Einschrankung unterworfen: sie kann jeden endlichen Werth 2, 3,
4 ... oder auch einen unbegrenzt groRen Werth annehmen.

Einen solchen mehrerer oder beliebig vieler Modificationen féa-
higen Denkgegenstand nenne ich, indem ich eine von Fechner))

1) Unter einem Collectivgegenstand versteht Fechner (Collectivmaltlehre,
1897, S. 3) »einen Gegenstand, der aus unbestimmt vielen, nach Zufall variirenden
Exemplaren besteht, die durch einen Art- oder Gattungsbegriff zusammengehalten
werden«. Das Variiren der Exemplare bedeutet den Uebergang von einer Modi-
fication zu einer anderen. Dass dies zuféllig sein soll, wurde in die obige Be-
stimmung nicht aufgenommen. Denn offenbar bedeutet das »zuféllige« Yariiren
ein »regelloses« Schwanken zwischen den verschiedenen Modificationen. Die An-
ordnung der Exemplare innerhalb des Begriffsumfanges von A und die Art ihrer
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eingeflihrte Bezeichnungsweise in erweitertem Sinne anwende, einen
Oollectivgegenstand (C.G.). Als Exemplare des C.G. sind dann
alle denkbaren Unterlagen von A, die in ihrer Gesammtheit den Be-
griffsumfang von A bilden, aufzufassen. Die verschiedenen Modi-
ficationen A{, At ... An in denen A auftreten kann, mdgen die
Varianten§ von A genannt werden. Jeder Variante kommt ein
Wahrscheinlichkeitswerth zu, der das Verhdltniss des Begriffs-
umfanges der Variante zum Gesammtumfange des Begriffs von A
angibt; und da die Begriffsumfange der Varianten zusammengenommen
den Begriffsumfang von A darstellen, so ist die Summe der Wahr-
scheinlichkeitswerthe aller Varianten stets gleich 1. Es ist sonach,
wenn die Wahrscheinlichkeiten fir das Auftreten von At, A, ... An
der Beihe nach durch p{ ... pn bezeichnet werden,

Pi +Pi +— “Pn—1.

Die Kenntniss der Varianten und ihrer Wahrscheinlichkeiten
kann, wie die bisherigen Ertrterungen zeigen, auf deductivem und
auf inductivem Wege gewonnen werden. Sie ist durch Deduc-
tion erreichbar, wenn zu dem vorhandenen Begriff von A die Er-
kenntnis der Bedingungen gehort, unter denen A auftritt, so dass
ein Ueberblick (ber den Begriffsumfang von A und dessen Zusam-
mensetzung aus den Begriffsumfdngen der Varianten gewonnen wer-
den kann. Ist dies nicht der Fall, so muss die Kenntniss auf induc-
tivem Wege, durch empirisches Erforschen des Begriffsumfanges von
A angestrebt werden. Wird zu diesem Zwecke der ganze Begriffs-
umfang, oder, da dies im allgemeinen nicht ausfuhrbar ist, ein dem
Gesammtumfange ahnlicher Theil (mag er direct oder auf Grund des
Bernoulli’schen Theorems bestimmbar sein) abgezahlt und ergeben

Vertheilung auf die Begriffsumfange von A,, A,, . .. An kommt aber bei der Wahr-
scheinlicbkeitsbestimmung an und fir sich nicht in Betracht. Dass die Beschran-
kung aufzuféllige Variation unwesentlich sei, bemerkt auch H. Bruns (zur Collectiv-
malilehre, Philosophische Studien XIY. S. 346). Es ist indessen die Beriicksich-
tigung des Zufalls fir die 'Wahrscheinlichkeitsrechnung Uberhaupt entbehrlich.
Die verschiedenen Arten, den Zufall zu begreifen, erdrtert Windelband Die
Lehren vom Zufall, 1870).

1) Von G. Duncker (Die Methode der Variationsstatistik, Archiv fir Ent-
wicklungsmechanik der Organismen, VIII. S. 115) werden speciell die Einzel-
formen, die innerhalb einer Thier- oder Pflanzenspecies zur Beobachtung gelangen,
Varianten genannt.
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sich auf diese Weise unter m Exemplaren ~ Exemplare Av ~ Exem-
plare At, ... % Exemplare An wo - f-m), so
findet man zugleich mit der Kenntniss der Varianten A{, Ai ... An
die Wahrscheinlichkeiten derselben, némlich:

die der Bedingung

geniigen. Alsdann bietet sich die Aufgabe dar, die inductiv gewon-
nene Kenntniss der Varianten und ihrer Wahrscheinlichkeiten fiir
den Begriff von A selbst fruchtbar zu machen.

Kann diese Aufgabe durch besondere, den C.G. eigenthiimliche
Methoden gelést werden, so veranlasst sie eine »Theorie der Col-
lectivgegenstande«, die einen Bestandtheil der empirischen Wahr-
scheinlichkeitslehre bildet. Denn das Untersuchungsmaterial besteht
aus empirisch bestimmten Wabhrscheinlichkeiten.

Die auf inductive Wahrscheinlichkeitserkenntniss ge-
grindete Theorie der C.G. hat alsdann die Aufgabe, aus
der von der Erfahrung dargebotenen Kenntniss der Va-
rianten und ihrer Wahrscheinlichkeiten eine fur den C.G.
selbst gultige Erkenntniss zu gewinnen.

Bei der Entwicklung der Methoden, die zur Losung dieser Auf-
gabe dienlich sind, ist im Auge zu behalten, dass im allgemeinen
(wenn nicht der ganze Begriffsumfang zur Verfigung steht) nur eine
angenaherte Bestimmung der Wahrscheinlichkeitswerthe mdglich ist.
Demzufolge ist einestheils jeder von den n gefundenen Werthen:

Axp

nur innerhalb gewisser Grenzen als zuverldssig anzusehen, und es ist
anderntheils in Bcchnung zu ziehen, dass aufller den thatséchlich be-
obachteten Varianten Av At ... An noch andere vorhanden sein
kénnen, die wegen ihrer geringen relativen Haufigkeit oder Wahr-
scheinlichkeit in dem beobachteten Theil des Begriffsumfangs von A
nicht vertreten sind.

Die Theorie der C.G. muss daher einestheils die im all-
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gemeinen unvermeidlichen Ungenauigkeiten in der Bestim-
mung der Wahrscheinlichkeitswerthe und anderntheils die
Maoglichkeit des VVorkommens von Varianten mit geringen,
der Beobachtung sich entziehenden Wahrscheinlichkeiten
bertcksichtigen.

Durch die Aufstellung dieses Grundsatzes erhalten die zur Be-
stimmung der O.G. tauglichen Methoden von vorn herein ein beson-
deres Geprage. Denn es ist zwar moglich, dass die Varianten aus
dem Begriff von A deducirt oder durch eine willkirliche Eintheilung
des Begriffsumfangs unzweideutig festgestellt werden kénnen und nur
die Wahrscheinlichkeitswerthe empirisch zu bestimmen sind; es ist
ferner denkbar, dass auch die Wahrscheinlichkeiten véllig genau ge-
funden werden konnen. Eine allgemein glltige Methode léasst sich
aber auf die Annahme solcher besonderer Félle nicht griinden.

I1. Die Bestimmung der Collectivgegenstande durch Mittelwerthe.

§ 1. Die Collectivgegenstande als Objecte mathematischer
Untersuchung.

Die Aufgabe, aus den inductiv erkannten Wahrscheinlichkeiten
der Varianten eines durch A bezeichneten C.G. eine fur den C.G.
glltige Erkenntniss zu gewinnen, bedarf einer genaueren Bestimmung,
da es sich ebensowohl um eine den Inhalt wie um eine die Form von
A betreffende Erkenntniss handeln kann.

Der Inhalt von A beruht wesentlich auf den Beziehungen, welche
den Begriff von A bilden und die Zugehorigkeit des A zu einem be-
stimmten Wissensgebiete bedingen. Jede den Inhalt von A betreffende
neue Erkenntniss wird daher gleichfalls jenem Wissensgebiete ange-
horen. Ist z. B. A eine Pflanzen- oder Thierspecies, und werden die
Wahrscheinlichkeiten ihrer Varianten unter verschiedenen klimatischen
oder sonstigen Verhéltnissen beobachtet, so kann man hierdurch einen
etwaigen Einfluss des Klimas oder der sonstigen Verhéltnisse auf A
feststellen und eine Mehrung botanischer oder zoologischer Erkennt-
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*niss erzielen. Um solche Erkenntnisse handelt es sich in der allge-
meinen Lehre von den C.G. nicht.

Die Form von A ist hingegen durch das bloRe Vorhandensein
von Varianten und ihre Wahrscheinlichkeitswerthe bedingt. Auf
Grund derselben zerfallt der Begriffsumfang von A in eine bestimmte
oder unbestimmt groRe Anzahl von Theilumféngen, die den einzelnen
Varianten zugehéren. Und man kann nun, ohne auf den Inhalt von
A Ricksicht zu nehmen, fragen, welche Merkmale fir A aus der Art
und Weise der Zusammensetzung seines Begriffsumfangs oder (mit
anderen Worten) aus den Wahrscheinlichkeitswerthen seiner Varianten
sich ergehen. Solche auf der Form von A beruhenden Erkenntnisse
zu gewinnen, ist die zunéchst liegende Aufgabe der Lehre von den O.G.
Sie ist mit mathematischen Hulfsmitteln zu l6sen, da zahlenméRig
bestimmte Wahrscheinlichkeiten das Untersuchungsmaterial bilden.

Hierbei sind von vorn herein zwei Féalle zu unterscheiden.

Die Varianten des C.G. A kdnnen namlich einerseits beziehungs-
los neben einander stehen, so dass sie keiner objectiv begriindeten
Ordnung fahig sind und nur die Mdglichkeit besteht, nach subjectiver
Willkdr die eine als A,, eine andere als As, eine dritte als As u. s. w.
zu bezeichnen und so aufeinander folgen zu lassen, weil eben das
Erfassen einer Vielheit nicht anders als in der Form einer Reihe
oder eines Systemes von Reihen méglich ist. Dann gehéren,
wenn unter m Exemplaren von A z, Exemplare A{, % Exemplare
A, u. s. f. gefunden wurden, die Haufigkeiten z,, z2+++ zn oder die
Wahrscheinlichkeiten

Pi=y P2=m Pa—
zwar zusammen, weil sie den Varianten A{ ... An zugehdren
und insgesammt auf A sich beziehen; es kann jedoch nicht von einem
objectiv begriindeten Verlauf dieser Werthe und von einer Gesetz-
méfRigkeit des Verlaufs die Rede sein. — Werden z. B. unter den
Sdugethieren Raubthiere auf Grund der Beschaffenheit ihres Gebisses,
Wiederkduer mit Ruicksicht auf die Einrichtung des Magens, Huf-
thiere wegen des Vorkommens von Zehen, die mit Hufen bekleidet
sind u. s. w., unterschieden, und denkt man sich die Wahrscheinlich-
keiten oder relativen Haufigkeiten der verschiedenen Ordnungen, in
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welche demgemédR die Classe der Sdugethiere eingetheilt wird, fir*
einen Erdtheil etwa und fir einen gegebenen Zeitraum bestimmt, so
ist ein Gesetz, nach welchem sich die Wahrscheinlichkeiten auf die
Ordnungen vertheilen mdéchten, nicht angebbar, so lange keine objec-
tiv begriindete Reihenfolge der Ordnungen (beispielsweise nach einem
entwicklungsgeschichtlich motivirten Stammbaum) hergestellt wer-
den kann.

Trifft dieser Fall zu, so ist das System der gefundenen
Wahrscheinliclikeitswerthe unmittelbar der Oharakterisi-
rung von A zu Grunde zu legen. Es besteht aus einer
Mannigfaltigkeit reeller, positiver Zahlenwerthe, deren Summe stets
gleich 1 ist.

Die Varianten von A koénnen anderseits in solcher Beziehung
zu einander stehen, dass sie als Elemente eines wohlgeordneten, aus
einer Reihe oder aus einem Gewebe zusammenhédngender Reihen be-
stehenden Systems aufzufassen sind. Dieses System wird von der
Gesammtheit aller denkbaren Varianten gebildet, sodass jede that-
séchlicli beobachtete Variante einer bestimmten Stelle des Systémes
angehort und durch diese Stelle bezeichnet werden kann. Als Stellen-
zeichen dienen die Ordnungszahlen. Denn jede Reihe des Systems
findet in der Reihe der Ordnungszahlen ihr zutreffendes Bild, sofern
es nicht auf die Beschaffenheit der Varianten, sondern nur auf die
Maoglichkeit, sie zu ordnen, ankommt. Die Ordnung einer Reihe be-
steht aber darin, dass auf jedes Glied ein anderes folgt, wenn es
nicht das letzte ist, und jedem ein anderes vorangeht, wenn es nicht
das erste ist. Dabei héngt es ganz von der Beschaffenheit der ord-
nenden Beziehungen ab, ob fiir eine bestimmte Variantenreihe ein
Anfangsglied und Endglied vorhanden ist oder nicht und ob ein sol-
ches zwar denkbar, aber nicht angebbar oder nicht nur denkbar, son-
dern auch angebbar ist. Es kann hingegen nicht durch die Beob-
achtung der Varianten festgestellt werden, ob eine Reihe begrenzt
oder unbegrenzt ist; denn die Beobachtung fihrt stets zu einer be-
stimmten endlichen Anzahl von Varianten, ohne dass auf diese Weise
das Nichtvorhandensein der Varianten, die der Beobachtung aus dem
einen oder dem anderen Grunde sich vielleicht entziehen, erwiesen
werden konnte.

Man kann demnach, wenn die Gesammtheit aller denkbaren
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Varianten in eine einzige Reihe sich ordnen lasst, ein beliebiges Glied
dieser Reihe durch irgend eine positive oder negative Ordnungszahl
(oder auch durch die Null) markiren und den auf der einen Seite
folgenden Varianten die aufsteigenden, den auf der anderen Seite
folgenden Varianten die absteigenden Glieder der Zahlenreihe zu-
weisen. Es wird alsdann, wenn die als Ausgangsglied gewéhlte Va-
riante durch die Ordnungszahl a bezeichnet wird, die Reihe aller denk-
baren Varianten durch

.a—2, «—1a, o, a—+2, e-{+4, . ..

dargestellt.

Besteht jedoch das System der denkbaren Varianten nicht aus
einer einzigen Reihe, sondern aus einem Gewebe von Reihen, so ist
jede Variante, die mehreren Reihen angehort, durch ebenso viele
Ordnungszahlen, als die Anzahl der Reihen betrdgt, zu markiren.
Eine Doppelreihe von Varianten wird z. B., wenn eine beliebige Va-
riante durch das Paar von Ordnungszahlen («, B) angegeben wird,
durch

o («—1, B—1) (a B—1) («+1, B—=1)..
(« =1, B) («, B) («+1, B m
B+1) @B+ («+1,0+1)...

dargestellt.

Eine solche Abbildung durch Reihen von Ordnungszahlen ist
immer dann ausfiihrbar, wenn die Varianten Abstufungen eines und
desselben Merkmals, oder mehrerer zusammengehoriger Merkmale des
C.G. sind. Beispielsweise, wenn es sich um die in Millimetern etwa
angegebenen Langen der Frichte einer Pflanze, oder um die An-
zahlen der Samenkdrner in den Frichten handelt. Als ahstufhare
Merkmale koénnen aber nicht nur stetig veranderliche GréfRen oder
zahlbare Mengen, sondern auch Qualitaten, fir die es eine Scala der
mdglichen Unterschiede gibt, auftreten. Es kénnen also z. B. Farben-
und Tonempfindungen, nicht aber Geruchsempfindungen in Betracht

kommen, weil eine Farbenscala (fir die unterscheidbaren Farbentdne,
Wundt, Philos. Studien. XVII. 9
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Séattigungsgrade und Helligkeitsstufen) ebenso wie eine Tonscala (fir
die unterscheidbaren Tonhdhen) vorhanden ist, wéhrend eine vollstan-
dige und unanfechtbare Scala der Geriiche fehlt. Dabei ist es gleich-
gultig, oh die aufeinanderfolgenden Stufen letzte, uniberbriickbare
Unterschiede (&hnlich den Anzahlen véllig gleichartiger Dinge) oder
nur einen gewissen Grad der Unterscheidbarkeit (&hnlich den auf
Millimeter abgerundeten L&ngenangahen) zum Ausdruck bringen, so
dass bei scharferer Unterscheidung jede Stufe selbst wieder Abstu-
fungen enthélt und schlieflich hei unbegrenzt feiner Abténung der
Unterschiede in unendlich viele unendlich wenig verschiedene Stufen
zerfallend zu denken ist.

Die einer bestimmten, objectiv begriindeten Ordnung fahigen
Varianten der C.G. konnen daher ebensowohl Vielfache einer
MaReinheit oder Anzahlen gleichartiger Dinge, wie auch Stufen
einer stetig oder gradweise veradnderlichen Qualitat sein.

Eben derselben Ordnung werden nun auch die beobachteten
Héufigkeiten oder Wahrscheinlichkeiten durch ihre Zugehorigkeit zu
den Varianten theilhaftig. Es ist daher ein objectiv, durch die Bezug-
nahme auf die Varianten begriindeter Verlauf vorhanden, dessen Be-
sonderheiten festgestellt und zur Charakterisirung des C.G. benutzt
werden kénnen. Man wird darum nicht, wie hei den C.G., deren
Varianten keiner objectiv begriindeten Ordnung fahig sind, das Sy-
stem der Wahrscheinlichkeitswerthe fiir sich allein (was allerdings
auch jetzt wieder — eben unter Absehen von der fiir die Varianten
bestehenden Ordnung — mdglich ware), sondern vielmehr die abso-
luten oder relativen Héaufigkeiten in ihrer Zugehorigkeit zu den Va-
rianten ins Auge fassen missen. Demgemal sind die Haufig-
keiten der Ordnungszahlen, welche die zur Beobachtung
gelangten Varianten reprasentiren, der Charakterisirung
des C.G. zu Grunde zu legen.

Lassen sich also die denkbaren Varianten des gegebenen C.G.
in eine einzige Reihe ordnen und werden unter m Exemplaren %u
Exemplare der durch a markirten Variante, ztt t Exemplare der Va-
riante a —1, %a+i Exemplare der Variante « -j- 1 u. s. w. gefunden,
wo- jede zwar denkbare, aber thatsdchlich nicht beobachtete Variante
mit einem % — O behaftet aufzufassen ist, so wird das von xu Wer-
then «, xu_K Werthen a — 1, zn+i Werthen 8 + 1 u. s. w. gebildete
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System den Ausgangspunkt der Untersuchung bilden, Es kann in
der Form
.a—1, a, a—+1,...

e oxa—\ > ) ><a-+i !

. . . %
oder hiermit gleichbedeutend, wenn pa = = , pa_lz= m ' Pati

xa-+i

u. s. w. gesetzt wird, in der Form

.a—1, a, a—+ 1, ...
« Pu—i> P Pn+1 >

vorausgesetzt werden. Diese tabellarische Zuordnung der absoluten
oder relativen Haufigkeitswerthe zu den durch Ordnungszahlen repré-
sentirten Varianten soll nach Fechner die VVertheilungstafel des
C.G. genannt werden.

Bilden hingegen die denkbaren Varianten des C.G. eine Doppel-
reihe und befinden sich unter m Exemplaren xtt<R Exemplare der
Variante (a, B), %,+uR Exemplare der Variante (« + 1, B), za,R+t
Exemplare der Variante (a, B+ 1) u.s. w., so wird das aus xu,R
Werthenpaaren (a, ), xa+ulR Werthenpaaren (u -f-1, R), %a B+ Wer-
thenpaaren (a, B 1) u. s. w. bestehende System die Grundlage der
Untersuchung bilden. Die Vertheilungstafel kann in der Form

a—1 a a+1

k-1 of fd4  za-Bi XUs G-l
3 za-4l R xa+i, R

B+1 | 1 xa-i, 8K zu'B+H  XU+D B+l

vor Augen gestellt werden, wo jedes % die Haufigkeit desjenigen Wer-
thenpaares angibt, dessen Glieder in der zu % gehérenden Horizontal-
und Verticalreihe stehen, und wo an Stelle der absoluten Hé&ufig-
keiten za™¥ wiederum die relativen Haufigkeiten

xai 3

treten konnen.
O«
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Hieraus erhellt, dass in jedem Falle, mdgen die Varianten des
C.G. einer objectiv begriindeten Ordnung fahig sein oder nicht, eine
Mannigfaltigkeit reeller Zahlenwerthe die Grundlage fur die
Charakterisirung des O.G. bildet. Diese Mannigfaltigkeit besteht aus
Einzelwerthen, wenn es sich um das System der Wahrscheinlichkeits-
werthe selbst oder um eine einzige Variantenreihe handelt; sie be-
steht aus Werthenpaaren bei einer Doppelreihe von Varianten und
allgemein aus Oombinationen von je n Werthen bei ?t-fach zusam-
menhangenden Variantenreihen.

Dieser Gemeinsamkeit des mathematischen Ausgangspunktes der
Untersuchung entsprechend kénnte auch die weitere Behandlung fir
alle Féalle gleichartig gestaltet werden: denn man kann stets entweder
von den gefundenen Werthen selbst ausgehen und die Bestimmung
dieses Systems sich zur Aufgabe machen, oder aber ein Schema még-
licher Werthe voraussetzen, die Facher desselben mit den gefundenen
Werthen besetzen (wo dann im allgemeinen neben einfach und mehr-
fach besetzten Féachern leer bleibende Facher auftreten werden) und
nun das Gesetz, nach dem sich die Werthe auf das vorausgesetzte
Schema vertheilen, zu bestimmen suchen.

In der That ist es, wenn die n Wahrscheinlichkeitswerthe p,, p,,
1 11 pn ohne Bezugnahme auf die zugehdrigen Varianten zur Charakte-
risirung eines C.G. dienen sollen, zuldssig, statt zur Bestimmung des
Systems dieser Werthe zu schreiten, eine Scala von Wahrscheinlich-
keitswerthen, die sich gleichmdRig Uber das Intervall der Zahlen-
werthe von O—1 erstreckt, vorauszusetzen und die Haufigkeit des
Vorkommens jeder Stufe (ob sie Omal, Imal, 2mal u. s. w. auftritt)
anzugeben, um sodann die so construirte Vertheilungstafel der Wahr-
scheinlichkeitswerthe weiter zu behandeln. Man erhélt so, wenn die
Stufen der Scala allgemein durch

1 e 2
(wo I eine ganze Zahl vorstellt) bezeichnet werden und die Anzahlen
n0, nn nt ... der Reihe nach fir jede einzelne Stufe angeben, ob
dieselbe und wie oft sie unter den gefundenen Wahrscheinlichkeits-
werthen pt, pt ... pn vorkommt, als Darstellung des urspringlich

vorhandenen Systems die tabellarische Zuordnung
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P@. p\ P ..

no, n\> N-i 11

wo nip(0) + ntp* + n*p" + mmm==1. Und diese Vertheilungstafel
ist im Grunde nichts anderes als eine Anordnung der gefundenen
Werthe pt] p® .. . pn nach der GroRe unter gleichzeitiger Beschrén-
kung der Werthangabe auf die durch 1:1 bestimmten Bruchtheile.
— Sollen anderseits die n absoluten oder relativen Héaufigkeiten
z{, xt... zn oder pv pt... pn m ihrer Zugehorigkeit zu den einer
Reihe angehdrigen und durch die Ordnungszahlen a,, ai ... an be-
zeichneten Varianten zur Oharakterisirung des C.G. dienen, so kann
an Stelle der Vertheilungstafel auch das aus xt Werthen at, Wer-
then «s, ... xn Werthen an bestehende System unmittelbar zum
Gegenstande der Untersuchung gemacht werden. Denn die Zugeho-
rigkeit der Haufigkeitswerthe zu den Ordnungszahlen der Varianten
ergibt sich zugleich mit der Bestimmung jenes Systems, dessen Be-
sonderheit gerade darin hegt, dass n Gruppen von Werthen, nam-
lich x{ Werthe Werthe «s u. s. w. vorhanden sind.

Man wird indessen doch im ersteren Palle bei dem System der
Wabhrscheinlichkeitswerthe stehen bleiben und im letzteren Palle auf
die directe Ermittelung des Gesetzes, nach dem die beobachteten
Héufigkeiten auf die Reihe der denkbaren Varianten sich vertheilen,
nicht verzichten. Denn die leer bleibenden Stufen der Scala von
Wahi'scheinlichkeiten p(°\ p’, sind mit Ausnahme der Stufe
p(°) = 0 (die im allgemeinen mit einer gewissen, aber nicht angeb-
haren Anzahl n0 verschwindender, der Beobachtung sich entziehender
und darum gleich Null zu setzender Wahrscheinlichkeiten belegt zu
denken ist) in Wirklichkeit als nicht vorhanden anzusehen, so dass
kein Bedirfniss besteht', dieselben neben den thatsdchlich vertretenen
Stufen im Auge zu behalten und ein Vertheilungsgesetz der Anzahlen
n0, nt ... nt unter Beriicksichtigung all dieser Stufen zu entwickeln.
Hingegen sind alle mit der empirischen Haufigkeit Null auftretenden
Stufen der Variantenreihe stets als mdgliche Stufen festzuhalten und
mit geringen, der Beobachtung sich entziehenden Haufigkeitswerthen
behaftet zu denken, so dass sie neben den thatsdchlich beobachteten
Stufen beachtet werden missen. Darum beansprucht hier das Ver-
theilungsgesetz unter Zugrundelegen aller denkbaren Stufen der Va-
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riantenreilie das hauptsachliche Interesse, das nicht blo auf dem
Umwege durch Bestimmung des unmittelbar vorliegenden Systems
von x, Werthen af . ..zn Werthen un befriedigt werden kann.

Es ist darum trotz der gemeinsamen mathematischen Grundlage
die Verschiedenheit zwischen den O.G., deren Varianten keiner ob-
jectiv begriindeten Ordnung fahig sind, und den O.G., deren Varianten
in Reihen geordnet werden konnen, anzuerkennen und sowohl die
Methode fiir die Bestimmung eines unmittelbar vorliegenden Systems
von Wahrscheinlichkeitswerthen als auch die Methode fir die Fest-
stellung von GesetzméRigkeiten gegebener Vertheilungstafeln oder von
Vertheilungsgesetzen zu entwickeln. Die erstere Methode soll jedoch
nur wegen des theoretischen Interesses, das sie an sich und durch
den Vergleich mit der letzteren Methode besitzt, hier in Kirze be-
handelt werden. Den Hauptgegenstand der Untersuchung werden
hingegen die Vertheilungstafeln der O.G. bilden.

§ 2. Die Charakterisirung eines Collectivgegenstandes
auf Grund des Systems der Wahrscheinlichkeitswerthe.

Ein C.G. mit den empirisch ermittelten Varianten An Av . ..
An und den zugehdrigen "Wahrscheinlichkeitswerthen pu plt ... pn
sei gegeben. Sind nun in Folge des Mangels einer objectiv begriin-
deten Ordnung alle subjectiv mdglichen Anordnungen der Wahr-
scheinlichkeitswerthe gleichberechtigt, so sind nur solche Combina-
tionen von pt p.2 111 pn zur Charakterisirung des C.G. tauglich,
die hei einer beliebigen Vertauschung ihrer Elemente unverandert
bleiben. Es kdnnen somit nur die sogenannten symmetrischen Func-
tionen von pt, pv ... pn in Betracht kommen, und man wird der
Einfacheit wegen algebraische Functionen wahlen.

Solcher Functionen gibt es unbegrenzt viele. Indessen l&sst sich
bekanntlichl) jede derselben durch die Coefficienten der Gleichung
7z-ten Grades, welche die n Werthe jp,, p% . .. pn zu Wurzeln hat,
ausdriicken. Schreibt man diese Gleichung in der Form

1) In den Lehrbuchern der Algebra wird bewiesen, dass eine beliebige ra-
tionale, symmetrische Function der Wurzeln einer Gleichung rational durch die
Coefficienten der Gleichung ausgedruckt werden kann.
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pn - b{pn_{ + prn~A -------------- +bn = y (1)
S0 ist
=Pi+Pi++"++Pn
\=Pi-Pi+Pi-P3-\- H»«-« 1PN
K=Px -Pt+1+Pn 1
Man kann sich daher auf die n durch bt, bt ... bn bezeichneten
symmetrischen Grundfunctionen von pv pt ... pn beschrdnken, um

eine vollstindige Bestimmung des Systems dieser Werthe und eine
maoglichst weitgehende Charakterisirung des C.G. zu erhalten. Dabei
ist stets

bt=PI+Pt-\---—--- FPn= 1. (3)
An Stelle von b{, bt ... bn kann man auch die Potenzsummen
—Pi +P°> 4o 'rPn
---------- ~PlI
+ e \-PI
wéhlen, wo st == bi = 1. Denn die Werthe s4, st . . . sH hdngen mit
den Werthen b{, bt ... bn in einfacher Weise zusammen, da nach
den Newton’sehen Formeln:
»w—K —0

eh — bisi + 2bt — O
ss— M* + Mi — 35 =0

und somit das eine Werthensystem aus dem andern gefunden wer-
den kann.

Die Werthe bt, bt ... bn und st) st ... sn sind aber unterein-
ander und mit den j)-Werthen nicht unmittelbar vergleichbar, da die
Summen, durch welche jene Werthe dargestellt werden, verschiedene
Anzahlen von Gliedern und Glieder von verschiedenen Dimensionen
besitzen. Es besteht ndmlich bi aus
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Summanden, von welchen jeder ein aus i Eactoren gebildetes Pro-
duct ist, und si ist aus n Potenzen vom t'-ten Grade zusammengesetzt
(furi—41, 2 ... n).

Es empfiehlt sich darum zu Mittelwerthen (berzugehen, die ich
in folgender Weise definire.

Es sei p0 ein beliebiger reeller Zahlenwerth. Man bilde nun die
Differenzen p{ —p0, pi —pO, ... pn —p0 und erhebe jede in die
v-te Potenz. Dann erhdlt man aus der Summe

ni1 < = {Pi —PoY + (Pt —PoY 4-------- T [Pn —PoY (5)

nach Division mit n und Ausziehen der r-ten Wurzel den reellen
Werth T7ty, der fUr ein geradzahliges v dem absoluten Betrage nach
zu nehmen ist. Den Werth tcv bezeichne ich als den auf. den
Ausgangswerth p0 bezogenen Mittelwerth v-ter Ordnung
des Systems pv p* ... pn.

Entwickelt man die rechte Seite von (5) nach Potenzen von p0)
so erhélt man

n'<<=sv— (*)sv_,p0 + I™sv_ipl-—- tnpl (6)

Es ist somit:
nni =s, —npl =1 —np0;
nn\ = st — 2s,p0 + np\ ;
nn\ = s§ — 3s"p0 + 3stp\ — np\;

Hieraus wird ersichtlich, dass nach Wabhl eines bestimmten Ausgangs-
werthes p0 einerseits ... Ttn aus st] st ... sn und ander-
seits s,, 82 ... sn aus 7t{, 7" ... 7tn gefunden werden kdnnen.
Das System der Wahrscheinlichkeitswerthe p{, pt . . . pn wird
somit durch die auf einen beliebig gewahlten Ausgangs-
werth p0 bezogenen Mittelwerthe 7tt, 7ti ... 7tn vollstandig
bestimmt.

Eine angenadherte Bestimmung wird durch eine kleinere Anzahl
von Mittelwerthen, etwa durch jtt, it" ... jtv (wo v <(n) geleistet.
Denn aus itK, it" ... 7tv kann man s,, s ... sv und somit b{, /,
... bv finden, so dass in der Gleichung (1) die v ersten Oocefficienten
bekannt sind, die n — v folgenden aber unbekannt bleiben. Dabei
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sind aber die unbekannt bleibenden Coefficienten keineswegs willkir-
lieb bestimmbar, sondern an gewisse Bedingungen gebunden, die —
allgemein gesagt — darin ihre Quelle haben, dass die n Wurzeln
der Gleichung (1) sammtlich reell und positiv sind.

Demzufolge sind, wenn die Gleichung (1) in der Form

pn — () Btpn~" + (g) Blpn-* — +++ £ << =0 0

geschrieben, wenn also

h=(C)# furi=1 2. ..n

gesetzt wird, die Werthe Rt, Bt ... Bn gleichfalls reelle Mittelwerthe
der GroRen pi, ... pn. Insbesondere ist Rl das arithmetische
und Bn das geometrische Mittel jener GroRBen. Und es bestehen
zwischen diesen Mittelwerthen [wie im néchsten Oapitel (§ 1) gezeigt
wird] Beziehungen, in denen die Thatsache, dass die n Wurzeln von
(7) s&mmtlich reell und positiv sind, einen Ausdruck findet. Beispiels-
weise ist

&>&=>/*>»>eee = [n-i = Rn (8)
Es ist aber nun zu beachten, dass die Wahrscheinlichkeitswerthe
Pi) Pi  +Pn im allgemeinen nur innerhalb gewisser Grenzen als zu-

verlassig gelten kénnen. Man wird darum nicht erwarten dirfen,
bei einer erneuten, selbst unter gleichen Umstéanden ausgefiihrten
Bestimmung genau dieselben Werthe wieder zu finden. Mit den
Wahrscheinlichkeitswerthen &ndern sich aber im allgemeinen auch
ihre Mittelwerthe nach Malgabe der Definitionsgleichung (5), so dass

1Ci + dK, ¢+ M + 4n an Stelle von st,, 7tt . . . nn tritt,
wenn pi, pt . . . pn durch pl + d{J pi 4- ...pn —+ 6n ersetzt wird,
und

n{7tv -f- Jvv = (pt — p0 + dj* + (pt — p0 + dtjy + + +»
+ (Pn — Po + "n)l,

ist. Dabei muss
d+d+...+6n=0

sein, indem sowohl p{ + pt + .. . + pn als auch pl + d, + pt + d;
+ .+ pn + d, gleich 1 ist. Da indessen d,, ds ... d, als kleine
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GroéRen vorauszusetzen sind, so darf man die zweiten und héheren
Potenzen derselben vernachlassigen und in erster Annaherung

n< + nv7tl~idv = (pi — pj + [Pi —Poy + ... 4-(Pn—Po)"
+ val(pl —Po)"-1 + H(P* —ft)"-1 +1++ + vén{pn — pj—I
oder
Av=ri72(6i(p. —P0)"1+ ™(p. -P0o)"-1+ ... + d»(pn— Po)v-")

setzen. Hieraus erhalt man schlielflich, wenn

<Ry = — <M — — <*»-l
und zur Abkirzung
ci— (Pi —Po)"-1 — (Pn -Po)""-"; C, = (ft —P0y~-1 — (P,, -p»)"-1;
u. s. w. gesetzt wird,

Av == ci + Nes + v+ d,_C, 1), ©)
ftTEV

Denkt man sich jetzt die Bestimmung der Wahrscheinlichkeits-
werthe px, pd . . . pn beliebig oft wiederholt, so werden andere und
andere, positive und negative Abweichungswerthe dj, d, . . . &,, , re-
sultiren und zugehorige Werthe 4V erzeugen. Es lasst sich dann
aus den Quadraten der Abweichungswerthe d, der mittlere Werth
mk berechnen und nach GaulR} als Malistab fur die bei Bestimmung
von p, zu beflirchtende Unsicherheit ansehen. Desgleichen existirt
je ein mittlerer Werth mt, m3 . . . mn_f flir die Abweichungswerthe
d2, d3...6n_i. Aus denselben wird der mittlere Werth der Ab-
weichungen J,,, der durch Mv bezeichnet werden soll, nach der
Formell)

M-="h\V/m:"+ + + rnl. ¢* a0,

gefunden. Er dient unabhédngig von dem Gesetze, das die Haufig-
keit des Auftretens der verschiedenen, moglichen Abweichungswerthe
d,, d2...dn_t regelt, als MaRstab fiir die bei Bestimmung von nv
zu erwartenden Schwankungen.

1) Gaul3, Theoria combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae,
Art. 18.
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You den Schwankungen der thatséchlich beobachteten Wahr-
scheinlichkeitswerthe pu pt . ..pn abgesehen ist noch in Ricksicht
zu ziehen, dass stets Varianten mit geringen Wahrscheinlichkeits-
werthen vorhanden sein kénnen, die unter den zur Beobachtung ge-
langenden Exemplaren des C.Gr. nicht vertreten sind. Es mdgen r
solcher Varianten mit den Wahrscheinlichkeitswerthen pn+1, pn+i

111Pn+r vorhanden sein. Alsdann missen an Stelle von (4) die
Summenwerthe

==Pi =+ ...Pn Pn+\ 1 .. .Pn+r

treten, die indessen von den urspriinglichen Werthen nicht merklich
verschieden sein werden, da mit Rucksicht auf die vorauszusetzenden
geringen Werthe von pn+{, pn+i . .. pn+r die Summe

Pl+ + Km + v+« +Pl+r neben p\ +p\ + .. ' +K
nicht in Betracht kommt., Insbesondere ist nach wie vor s, = 1.
Anders verhélt es sich mit den Mittelwerthen itvl die nach Vor-

nahme der Correctur durch (rtv) bezeichnet werden sollen. Denn es
tritt nun an Stelle von (5) vielmehr

(» + o1 N = (Pi ~PoY +mee + (?» -POY + (Pn+i ~PYY
+ 1.+ \Pn+r —PoY

oder in Anbetracht der Kleinheit von pn+l, . .. pn+r
hl + 1) 1 {ity = (pt —pYY ++++ + (Pn —PoY + (—PoY ' r1 (H)
Man erhélt daher an Stelle von (6) jetzt:

{n+ ) {itvy = Njs™ tpl + \"sv-lpl — .+ &= [n+1)pl, (12)

woraus zu ersehen ist, dass aus pi und s,, s, ...s, unter der
Annahme, als gehorten diese Werthe nicht zu n sondern zu n +r
Werthen, zu berechnen ist; und der Unterschied zwischen \nt) und
itv tritt in der Gleichung

(n+1i1[itvly=>»e< + (—payvir

hervor, wonach
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Die Anzahl r kann nicht bestimmt, sondern nur mit Riicksicht
auf die Beschaffenheit des Collectivgegenstandes und die Umsténde,
unter denen die Bestimmung der Wahrscheinlichkeitswerthe vorge-
nommen wurde, ahgeschatzt werden. Sie ist im allgemeinen als klein
anzunehmen. Insbesondere kann sie gleich 1 vorausgesetzt werden,
was darauf hinaus kommt, alle der Beobachtung sich entziehenden
Varianten zu einer einzigen vereinigt zu denken. Bei dieser offenbar
erlaubten Annahme wird

also

K)= "~~~ +n _11PI

u. s w.
Das arithmetische Mittel ist nun gleich n_-%-_i :

Wahlt man dasselbe als Ausgangswerth pa, so wird

K) =0
M = vwTit + (}I’hr
=V, 1.1M b t-ti) — _J.,,,,

und dieser Werth kann als MalR fir die durchschnittliche Schwan-
kung der Wahrscheinlichkeitswerthe um ihr arithmetisches Mittel
dienen. *

§ 3. Die Charakterisirung eines Collectivgegenstandes
auf Grund der Vertheilungstafel.

Lassen sich alle unterscheidbaren Varianten des gegebenen C.G.
in eine einzige Reihe ordnen, die in der Reihe der Ordnungszahlen

..a— 1, a a—+1, ...
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ihr Bild findet, so gibt es stets ein endliches, durch eine Kleinste
und eine grofite Ordnungszahl a — R und a -f- y begrenztes, mehr
oder minder ausgedehntes Intervall der Zahlenreihe, das von den
empirisch gefundenen Haufigkeiten in Anspruch genommen wird.
Denn man kann nur eine endliche Anzahl von Varianten und dem-
gemall nur ein in bestimmter Weise ahgegrenztes Gebiet der Vari-
antenreihe (die im allgemeinen als unbegrenzt oder in unbestimmter
Weise begrenzt vorauszusetzen ist) empirisch bestimmen.

Die Varianten auBerhalb jenes Gebietes besitzen alsdann durch-
weg die empirische Haufigkeit Null und sind in Wahrheit mit sehr
kleinen oder auch unendlich kleinen Wahrscheinlichkeiten behaftet
zu denken, die sich der Beobachtung entziehen. Sie kénnen zunéchst
unbertcksichtigt bleiben. Die Varianten des abgegrenzten Gebietes
sind hingegen insgesammt in Ricksicht zu ziehen, mdgen ihre em-
pirischnen Haufigkeiten gleich Null oder von Null verschieden sein.
Denn es handelt sich um die Feststellung des Verlaufs der Wahr-
scheinlichkeitswerthe, wobei die Haufigkeiten aller Varianten des ab-
gegrenzten Gebietes in Betracht kommen.

Ist nun die Anzahl der letzteren gleich n, so koénnen die auf-
einanderfolgenden Ordnungszahlen der Varianten Einfachheitshalber
durch a4, at ... an bezeichnet werden, so dass die Vertheilungstafel
des O.G. in der Form

Oder ) RS BUER Y (14)
*o FreeeT Pi, Pt-1 Pn
darstellbar ist, wo %x (fir X = 1, 2 ... n) angibt, wie oft die Vari-
ante ut unter m —  + ** 4+ eee + 7zn Exemplaren des O.G. ge-
funden wurde, und wo px == ' m die relative Haufigkeit von

bedeutet.

Diese Darstellungsweise der Vertheilungstafel, bei der die auf-
einanderfolgenden Varianten durch aufeinanderfolgende Ordnungs-
zahlen bezeichnet werden, kann fir jeden O.G. gewahlt werden. Es
ist aber denkbar, dass die bei einem gewissen Grade der Unter-
scheidung resultirenden Varianten sich bei scharferer Unterscheidung
als Zusammenfassungen von je zwei oder noch mehr Varianten er-
geben. Soll nun die hierdurch bedingte neue Form der Vertheilungs-
tafel mit der urspriinglichen vergleichbar sein, so muss man gebrochene
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Zahlenwerthe zu Hilfe nehmen und z. B. a,, N oder af, a, + g,

at +é als Zeichen fur die zwei oder drei, urspringlich gemeinsam

durch a{ hezeichneten Varianten benutzen. Es tritt alsdann an Stelle
der ganzen Zahlen von al bis an die Reihe der 2n oder 3n Zahlen

1 1 1
| «4 + 2> a2’ + 2 7 29
oder
. = 1
a\i«d +3) «i +Jj. ) «@+3; «@+ 3; eeeeccn> «n + 3
Sn'3~

Es kann ferner, wenn die Varianten stetig veranderliche GroRen sind,
aus Grinden der Bequemlichkeit geboten sein, die Malzahlen der
Varianten in einer Einheit auszudriicken, die von derjenigen, welche
den Unterschied zweier aufeinanderfolgender Varianten angibt, ver-
schieden ist. Dann werden wiederum im allgemeinen gebrochene
Zahlen als Zeichen der Varianten sich einstellen.

Darum scheint es angebracht, die Vertheilungstafel in einer sol-
chen Eorm vorauszusetzen, dass statt der Ordnungszahlen reelle
Zahlenwerthe, die ganz oder gebrochen sein kdnnen, auftreten. Dies
lasst sich ganz allgemein in folgender Weise erreichen.

Man theile das Continuum der reellen, von — oo bis + 00 sich
erstreckenden Zahlenwerthe irgendwie in aneinandergrenzende Inter-
valle. Dann folgen diese Intervalle ganz ebenso aufeinander wie die
Glieder der Zahlenreihe, so dass jeder Ordnungszahl ein Intervall ent-
spricht, wenn nur eine Ordnungszahl einem beliebigen Intervall zu-
geordnet wird. Besitzt ngn die Mitte des zur Ordnungszahl ax ge-
horenden Intervalls den Zahlenwerth ax und ist die Intervalllinge
gleich ix, so dass die obere Grenze durch og + ~ix, die untere

durch ax — ¢g- und das ganze Intervall durch oq — 2  bezeichnet

werden kann, so kann man den absoluten oder relativen Haufigkeits-
werth %x (ier px statt der Ordnungszahl  vielmehr der reellen Zahl
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ai oder auch dem Intervall 411 zuweisen. Man erhéalt als-
dann die Vertheilungstafel in der Form:
®? cit ... & Qjjgj. (14a)
R BN Pi, PT -Pn
Wahlt man die Intervalle so, dass sie alle die Lange 1 besitzen

und ihre Mitten durch die aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen an-
gegeben werden, so gelangt man wieder zu der friheren Form (14)

mit den Intervallen «, = &, &2 1 ... an ",

Um fir eine solche Vertheilungstafel den Verlauf der Wahr-
scheinlichkeitswerthe festzustellen, gilt es Grofen zu bestimmen, aus
denen der zu einem Gliede a) der Reihe «,, at . . . an gehérige Werth
pl gefunden werden kann.

Solche GroRen sind die Summenwerthe s{, si .. .s,, ,, die durch
=pta\ +Ptat+ 1+ +Pnal; v=12...n—1 (15

definirt werden. Denn die n Werthe p{, p% . . . pn kénnen aus jenen
Summenwerthen und den bekannten Zahlenwerthen a,, a% ... an und
zwar in ihrer Zugehorigkeit zu den letzteren auf Grund des Systems

der Gleichungen

1 — Pi =+ Pi + '+ Pn
»| = Pi «4 -+ P1®1 -+ + «Pn™n
= Pi< -+ P*a\ + 1 1Pn< (16)

sn—i = awr{ + lhal—! +  mmPn<-*
berechnet werden, da die Determinante

1 1 o1

v <<~

gleich dem Producte (at — at)(«, — «,)... und somit
von Null verschieden ist. Es genigt demgemal die Bestimmung der
s-Werthe, die als symmetrische Functionen der z{ Varianten ak, x.
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Varianten a? ... zn Varianten an fir den C.G. charakteristisch sind,
um den Verlauf der J/-Werthe vollstandig zu bestimmen.

Die s-Werthe sind indessen, weil der Grad der Potenzen, aus
denen sie zu berechnen sind, stdndig wéchst, nicht gleichartig. Es
empfiehlt sich darum, aus ihnen andere, unmittelbar mit einander ver-
gleichbare Werthe ahzuleiten, die als Mittelwerthe der Vertheilungs-
tafel aufzufassen sind.

Um diese Mittelwerthe ganz allgemein zu definiren, mdge b eine
beliebige reelle Zahl bezeichnen und an Stelle von ax die Differenz
(k—"b fur 1 =1, 2 ... n gesetzt werden, so dass die zk Differenzen
ak — b die Polle der zk Werthe ak in der Verteilungstafel des C.G.
Ubernehmen. Bildet man nun die Summe

m-sv=xt{at —bjv + (at — &)"+eee + *»(w» — W  (17)
so erhalt man nach Division mit m

K=Pi{li —bv+pt@—by+  +Pn<—W (173

und hieraus nach Ausziehen der «/-ten Wurzel den reellen Werth
£,, der fir ein geradzahliges v dem absoluten Betrage nach zu neh-
men ist. Den Werth nenne ich den auf den Ausgangs-
werth b bezogenen Mittelwerth «/-ter Ordnung der Verthei-
lungstafel des O.G.

Entwickelt man (17a) nach Potenzen von b, so resultirt mit
Riicksicht auf (15)

<= — () b+g)8, th'——=xb\ (18)

woraus ersichtlich wird, dass fur einen beliebig, aber fest gegebenen
Ausgangswerth b0 die Mittelwerthe e,, ev ... en_t aus den Summen-
werthen st, si ... sn_t und ebenso die letzteren aus den ersteren be-
rechnet werden konnen. Die Mittelwerthe sind daher in gleichem
Umfange wie die Summenwerthe zur Charakterisirung des Verlaufs
der Wahrscheinlichkeitswerthe dienlich. Dies erhellt Ubrigens unmit-
telbar auf Grund des Systems der Gleichungen:
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1 — Pi +in* -+ '+« +Pn
st =Pi(t —i) +akK-")  + ' +Pnjfan—p)
=PikK -8 4+ K-§' —+'" " "+Pn@an—w

b («, —i)n_" +Ih[ai —b)n | H--mmem- \-pn [an — bf~|

Demgemal gilt folgender Satz:

Hat man flr eine »-gliedrige Variantenreihe at, ... an
die n— 1 Mittelwerthe el ... «a_4 auf Glrund der Ver-
tlieilungstafel berechnet, so wird durch dieselben der zu ak
gehodrige Werth px fur X =1, 2 ... n und somit der Verlauf
der Wahrscheinlichkeitswerthe innerhalb der VVertheilungs-
tafel vollstandig bestimmt.

Es fragt sich jetzt, welche Bedeutung eine geringere Anzahl von
Mittelwerthen hat: oh und in wie weit sie eine angendherte Kennt-
niss des Verlaufs der Wahrscheinlichkeitswerthe gewahrt.

Um dies klar zu legen, mégen zunéchst die n — 2 Mittelwerthe
£, «j ... «n_j als bekannt vorausgesetzt werden, so dass die Glei-
chungen

= pt +Pt +1 ' +Pn

—Pik -b - —b \ b
Pik -b) APtk -—-b ++ 1 +pnk-b) 20)

== PI K — bf— S+NIK -~ bf—2 =+ . | +P|"|(a» — bf-".

zur Verflugung stehen.

Easst man nun in jeder Gleichung zwei aufeinanderfolgende, mit
denselben Indiceswerthen behaftete Glieder der rechten Seite, bei-
spielsweise das erste und zweite zusammen, indem man

PiK —h) +ptlat —h) = (pt +pt)}bt — h)
Pi(¢, — W +aK — bf = [pk +pi){\ — bf

setzt, so sind bi — b, bt — b ... Mittelwerthe der x, Werthe ak — h0
und zt Werthe al —b. Denn es ist jap{ = zk: m\ pt — zt: m,
so dass nach Multiplication mit m an Stelle von pk und p* die An-
zahlen zt und zt treten. Es gehdren daher — wie man sich leicht
Uberzeugt — die Werthe bl} bi ... insgesammt dem von a{ und at
begrenzten Intervall der reellen Zahlen an.

Wundt, Philos. Studien. XVII. 10
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Diurfte man diese Werthe als bekannt voraussetzen, so fande man
aus den n — 1 Gleichungen

1 = (Pi+Pt) +Ps [ NP«
£, = (p, +Pi)(@, — 3 +Paai —b) - PPn(an — fy

eZl = (Pi +PAK-*. — b)n~>> +Pi(@ — VT* + + ++ +PNK — 6)B-"

die n— 1 Werthe pt +pl} p3 ... pn und zwar die Summe p{ + pt
als zugehorig zu den beiden Werthen a{ und av zwischen denen bv
... &n_2 liegen, wahrend p, ... pn in ihrer Zugehorigkeit zu a,
. an bestimmt werden. Denn die Determinante dieses Systems
von Gleichungen ist im allgemeinen von Null verschieden, obschon
sie in besonderen Fallen gleich Null sein kann.

In Wirklichkeit sind aber, da lediglich die Mittelwerthe  et.. .
sn_i und die Zahlenreihe a{, at . . . an nebst dem Ausgangswerthe b
als gegeben anzunehmen sind, die Werthe b{, b,... bn_t unbekannt,
und man weill nur, dass sie gewisse, fur die Mittelwerthe allgemein
gultige (im né&chsten Capitel entwickelte) Bedingungen erfiillen missen.
Man ist daher darauf angewiesen, irgend welche mit jenen Bedin-
gungen vertragliche Werthe fir bu bt . .. bn_t vorauszusetzen oder
auch willkurlich ohne Rucksicht auf jene Bedingungen zwischen af
und a, anzunehmen. Beispielsweise kann man der Einfachheit wegen

b,=bi= ... = |(at + <)

setzen. Bezeichnet man diesen Werth durch a\, so lasst sich aus

1 = (Pi +P) +Pi |
EPHPI)(a\—b) +Pa@3—h)  1------PPn(an—b)  ("21)

eZl = (Pi + PM — m— + ft(«, — bn-*+111 +PnK — *)"~)
eine angenaherte Bestimmung der n — 1 Werthe pl -pp,, P-, 1 11Pn
in ihrer Zugehdrigkeit zu dem Zahlenpaare a,, at und zu den Zahlen
a3, av ... an gewinnen, die in jedem Falle ausfiihrbar ist, da die
Determinante dieses Gleichungensystems stets von Null verschieden
ist. Und eine solche angenédherte Bestimmung der Wahrseheinlich-
keitswerthe ist schon aus dem Grunde hinreichend, weil die empirisch
gefundenen Wahrscheinlichkeiten im allgemeinen nur innerhalb ge-
wisser Grenzen als zuverlassig gelten kdnnen.
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Setzt man weiterhin n — 3 Mittelwerthe e ... «}l 3 als be-
kannt voraus, so kann man entweder drei aufeinanderfolgende Va-
rianten oder zweimal je zwei aufeinanderfolgende Varianten zusammen-
nehmen. Fasst man z. B. die drei ersten Varianten au nv a3 oder
die beiden ersten at und ai und dann die beiden folgenden a3 und
«4 zusammen, so findet man aus den nun zur Verfligung stehenden
h— 2 Gleichungen entweder die angenédherten AVerthe von p{ +p,
+ p3, U 11 wPn in ihrer Zugehdrigkeit zu dem Werthentripel at, at,
u3 und den Werthen fff ... an, oder die angen&herten AVerthe von
Pi +Pv Pi +j°» P- 111 Pn in ihrer Zugehorigkeit zu den Werthen-
paaren av ai und a3, «4 und den AVerthen a. .. an.

Zugleich erhellt, dass in ganz entsprechender Weise eine ange-
néherte Bestimmung des noch mehr reducirten Verlaufs der AVahr-
scheinlichkeitswerthe durch eine noch kleinere Anzahl von Mittel-
werthen geleistet wird. Man gelangt daher zu folgender Erkenntniss.

Hat man fur eine n-gliedrige VVariantenreihe av ai...an
die v Mittelwerthe e, € ... woy<x>»-l, auf Grund der
ATertheilungstafel berechnet, so wird durch dieselben der
ATerlauf der Wahrscheinliclikeitswerthe angenahert und
zwar in der Weise bestimmt, als wenn in der Varianten-
reihe benachbarte Glieder zusammengefasst und nur noch
v+1 Varianten mit ihren zugehoérigen Walirscheinlich-
keitswerthen unterschieden wirden.

Die Wahl des Ausgangswerthes ist, soweit nicht besondere
Grunde denselben bestimmen, gleichgiiltig, da man aus den fir b
berechneten Mittelwertlien e4, et ... ey zu dem fir b =1 geltenden
Mittelwerthe v-ter Ordnung mittelst der Formel

*|+[DIC-\ + {DIi“™ + ———+1v (22)

gelangt, die aus (17a) durch Entwicklung nach dem binomischen Lehr-
satze folgt, wenn b + | an Stelle von b gesetzt wird. Im allgemeinen

empfiehlt es sich, das arithmetische Mittel der \ Grolken ff,
Grolen ai ... xn GrofRen an oder

b — p(ff, +p,a, 4----mmr hPnan

als Ausgangswerth zu wahlen. In diesem Falle ist e, = 0 und der
Werth es kann als Malstab fir die Ausdehnung der Vertheilungs-

10~



148 Gotti. Friedr. Lipps.

tafel dienen. Man ersieht hieraus, dass die beiden Mittelwerthe t{
und et den arithmetischen Mittelwerth nebst der Ausdehnung der
Vertheilungstafel charakterisiren und somit das Minimum an Be-
stimmungsstiicken fir einen C.G. darstellen.

Es erlbrigt noch der Unsicherheit, mit der die empirische Be-
stimmung der Wahrscheinlichkeitswerthe im allgemeinen verknUpft ist,
Rechnung zu tragen.

Wenn die Beobachtung von m Exemplaren eines C.Gr. zu zt
Exemplaren af, zt Exemplaren at ... %n Exemplaren an gefiihrt hat,
die in der Reihenfolge, in der sie sich der Beobachtung dargeboten
haben, als m Exemplare a", ... «V0 notirt werden mdgen, so
kann man nicht erwarten, hei einer erneuten Beobachtung von m
Exemplaren die ndmlichen Wertlie wieder zu finden. An Stelle von
a', a" ... wird vielmehr die Reihe xt, xt ... xm auftreten, so
dass auch die Summe

«=M(« = WHk = Dby + 0+ («w = W),

welche den ndmlichen Werth wie (17a) nur in anderer Form darstellt,
durch die Summe

- {(*, — b)v + (xt — b)v H-—--(xm — bf)

Uv

ersetzt wird, die um den Betrag

A== " — W + (%, — W Hooeeee K (Xt — *} —

von der anfanglichen Summe abweicht. Denkt man sich nun die
Beobachtung von m Exemplaren des c.Gr. beliebig oft, streng
genommen unendlich oft wiederholt, so ergehen sich andere und
andere Summenwerthe an Stelle von und dementsprechend
andere und andere Abweichungswerthe J, da jeder Werth |, xt . .1
xm die Reihe der Varianten durchlduft und mit jeder Variante in
der ihr zukommenden Haufigkeit zusammenfallt. Der Mittelwerth M,,
aus den Quadraten der J dient alsdann nach Gauf3 als Malk der
Unsicherheit, mit der die Bestimmung von tv aus m Exemplaren des
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C.G. behaftet ist. Die Berechnung dieses Mittelwerthes flhrt bei
Anwendung des von Gaul > benutzten Verfahrens zu

wobei vorauszusetzen ist, dass die aus der Vertheilungstafel berechneten
‘Werthe t\'Y und ev mit hinreichender Annéherung die wahren Werthe
darstellen.

Um die Anndherung der beobachteten Mittelwerthe an die
wahren Werthe zu verschérfen, gilt es ferner zu berlicksichtigen, dass
wegen der Beschranktheit der Anzahl m von Exemplaren, die aus
dem Begriffsumfang des C.G. herausgegriffen wurden, Varianten mit
kleinen Wahrscheinlichkeitswerthen verborgen bleiben kdnnen, die
erst bei der Durchforschung des ganzen Begriffsumfangs nothwendig
zu Tag treten missen. Da der ganze Begriffsumfang im allgemeinen
aus unendlich vielen Exemplaren besteht, so kann man auch sagen,
dass der aus m Exemplaren bestimmte Werth von ey wegen der
Endlichkeit des m zu corrigiren ist, damit er als Ubereinstimmend
mit dem aus unendlich groBen m bestimmten e, angesehen werden
diirfe.

Zu dieser Correction gelange ich auf Grund folgender Erwaé-
gungen.

Es ist vorauszusetzen, dass auller den bei endlichem m that-
séchlich beobachteten Varianten auch die nicht beobachteten, aber
denkbaren Varianten bei der Erforschung des ganzen Begriffsum-
fangs des C.G. (oder bei unendlich groBem m) mit bestimmten, wenn
auch kleinen Wahrscheinlichkeiten auftreten werden. Da aber die
Summe der Wahrscheinlichkeitswerthe nach wie vor gleich 1 ist, so
kann dies nur in der Weise geschehen, dass die Werthe p”~p% 1+ pn
nicht mehr vollstandig auf o,, at . . . an fallen, sondern sich irgendwie
auf die Gesammtheit der Varianten vertheilen. Demzufolge wird von
dem zu <) gehdérenden Werthe p-k nur noch ein Bruchtheil, der aller-
dings im allgemeinen nicht erheblich von p) verschieden sein wird,
bei verbleiben, wahrend der Rest mit kleinen Betrdgen auf die
Ubrigen Varianten a)+x (wo -/ = * 1, £2, 3 u.s. w.) féllt. Es
gehoért alsdann, wenn allgemein durch p'/, wo / << 1, ein Bruch-

1; Theoria combinationis obaerv. error, min. obn. Art. 13, 15.
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theil von p bezeichnet wird, zu ax der Werth p-A1y0, zu ax+l der
Werth pxy,, zu ax_t der Werth px+y K und allgemein zu a\+-A der
Werth pityx fur -/ =0, £1, 2, *=3 u. s. w.; so dass
P). = yjpl1'/, oder { =JEyx
Das Gesetz, welches diese Vertheilung von px auf die Varianten

*/t+x regelt, ist unbekannt. Es soll aber die nahe liegende Annahme
gemacht werden, dass jeder von den beobachteten Wahrscheinlich-

keitswerthen pn pt ... pn nach dem namlichen Gesetze sich ver-
theile'). Alsdann wird man fur jeden Indexwerth X =1, 2 ... n
Ih o VI — JEP\ 1yX («jt+* — (24)
y=01 2 3...

setzen durfen, wo die Summation Uber alle Werthe /. = 0, dt1,
+2 ... zu erstrecken ist.

Nun tritt bei der Berechnung des corrigirten Mittelwerthes s,,,
der durch {sy} bezeichnet werden soll, die Summe

JEP>. 1 YX (4 — W

an Stelle von
PX (¢;. — W 1
Da jedoch aUx — b = (ax+x — «;J + [ax — b) und

(®;.+x — W —_— iaX+X "‘"aXf + | Jl(a;.+x— aXY”‘I{aX— ---------- HaJt—Wi

so erhdlt man mit Rucksicht auf (24)

JijiJPx " YyiaX+y ~W —PxMl+ | 3 B —ty+ - (ax — byYj.

Es ist somit der Werth

1) Man wird also, wenn die ct-Werthe — was als Regel anzunehmen —
aquidistant sind, vorauszusetzen haben, dass der Bruchtheil von pv der auf al+x
fallt, ebenso groR ist, wie der Bruchtheil von p2, der auf a,+x fallt, oder wie
der Bruchtheil von péd, der auf a3+x fallt u. s. w., oder dass fur jeden Werth pl
U =1, 2 ... n) der Bruchtheil pl +yx zu at+y gehort.
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@ = ]A£p). wa— LT

durch den Werth
€,y =21  px-y* («+* — h'f
X

X

e’+ I emm- + Vl

zu ersetzen. Man erhalt so den corrigirten Werth von s,,, ndmlich
(e,), fur jedes Gesetz, welches die Yertheilung der bei endlichem m
gefundenen Wahrscheinlichkeitswerthe pt, pt ... pn auf die Eeihe
aller denkbaren Varianten hei unendlich groBem in, d. h. hei Berlick-
sichtigung des ganzen Begriffsumfangs des C.G. in TJebereinstimmung
mit (24) regelt.

Es liegt indessen nahe, bestimmte Voraussetzungen (Uber jenes
Vertheilungsgesetz oder — was dasselbe ist — (ber die Werthe von
ij,, rd ... zu machen.

Zunéchst wird man rfv mit 1:in proportional setzen durfen, da
fur m — oo die »-Werthe verschwinden mussen, indem nur fir end-
liches m eine Correctur in Betracht kommt. Sodann wird wohl die
Voraussetzung gestattet sein, dass die Vertheilung von px auf die
oberhalb und unterhalb ai liegenden Werthe +,, a)+« 111 un<?
ax_{, ... der Gruppirung der Wahrscheinlichkeitswerthe, welche
die Vertheilungstafel darbietet, &hnlich sei. Unter der Voraussetzung
dass der Ausgangswerth b der Mittelwerthe ev das arithmetische Mittel
h =p,a, +jjjo.j + ¢+ +'pnan ist, wird es daher als annehmbar
gelten kdnnen, wenn man

e, =

setzt. Dann erhalt man:

so dass insbesondere
(«) =£ =0

w’ =4 +S)



152 Gotti. Friedr. Lipps.

w=4-+1)

Es ist bemerkenswerth, dass die Correctur von e, mit der in der
Eehlertheorie Ublichen, auf das gewohnliche Fehlergesetz gegriindeten
insoweit Ubereinstimmt, als man bei hinreichend groRem m

1 H"Tﬁ= 1 oder nP — 1 = mi

setzen darf. Denn alsdann ist

Indessen mdgen die Annahmen, die zu (25a) flhren, nur als mog-
liche, nicht aber als nothwendig gultige angesehen werden.

84. Die Darstellung der Vertheilungstafel durch eine
mathematische Function.

Die soeben entwickelte Methode, den Verlauf der "Wahrschein-
lichkeitswerthe durch eine Reihe aufeinanderfolgender Mittelwerthe
zu bestimmen, ist in jedem Falle anwendbar und zur Charakterisirung
eines gegebenen C.G. ausreichend.

Man kann aber wiinschen, die Wahrscheinlichkeitswerthe der
Vertheilungstafel (14) in mathematischer Abhangigkeit von den zu-
gehorigen Ordnungszahlen, d. h. als Functionen der Ordnungszahlen,
darzustellen. Dann ist eine Function F zu suchen, so dass

Pi = Fi«): Pi=F{al\ ... (26)

und mithin ein bestimmtes mathematisches Gesetz jeden p-Werth aus
der zugehorigen Ordnungszahl abzuleiten gestattet.

Als Argumente der Function F treten die Ordnungszahlen auf.
Da es indessen im allgemeinen bequemer ist, Functionen von stetig
veranderlichen, reellen Argumenten zu Grunde zu legen, so kann
man sich auch die Aufgabe stellen, eine Function f[a) der reellen
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Variablen a zu suchen, so dass fiir jede in Betracht kommende Ord-

nungszahl a
«<-K
F[a) =ff(a) 1da . 27
(O

Es wird so der Beihe der Ordnungszahlen das Gebiet der reellen
Zahlenwerthe zugeordnet und zwar jeder Ordnungszahl ein Intervall
von der Lange 1, dessen Mitte durch den Zahlenwerth der betref-
fenden Ordnungszahl bestimmt wird. Die Function F der Ordnungs-
zahlen aber wird durch die Uber jene Intervalle erstreckten Integrale
einer Function mit stetig veranderlichem, reellem Argumente dar-
gestellt.

Nun ist es offenbar unwesentlich, dass die den Ordnungszahlen
zugeordneten Intervalle gerade die Lange 1 und den Zahlenwerth
der Ordnungszahlen zu Intervallmitten haben. Man kann daher von
der Darstellungsform (14) der Vertheilungstafel zu der allgemeineren
Form (14a) Ubergehen, indem man das Gebiet der reellen Zahlen-
mannigfaltigkeit irgendwie in aneinandergrenzende Intervalle theilt
und die Beihe der Ordnungszahlen der Intervallreihe zuordnet. Ge-

hort alsdann zu der Ordnungszahl a das Intervall aad= ~ ia mit der
Intervallmitte au und der Intervalllinge ia, so ist die Function F[a)
als das Uber das Intervall aa = ~ iu erstreckte Integral

au+\ia
F{a) — ff{n) ' da (273)
aa—
zu bestimmen.

Die Losung dieser Aufgabe ist auf zwei verschiedenen Wegen
moglich. Es ist namlich einerseits denkbar, dass auf Grund der vor-
handenen Erkenntniss bestimmte Angaben oder wenigstens einiger-
malen begriindete Vermuthungen bezlglich der Varianten des O.G.
mdglich sind, die einen Anhalt zur Ableitung des Vertheilungsgesetzes
darbieten. Man kann anderseits — was fir eine auf inductive
Wabhrscheinlichkeitserkenntniss gegriindete Theorie der O.G. von vorn
herein geboten ist — rein empirisch das Vertheilungsgesetz festzu-
stellen suchen.
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a. Die Deduction des Vertheilungsgesetzes aus
Hypothesen.

Der an erster Stelle genannte Weg wurde in einem Specialge-
biete der Lehre von den C.G., in der Fehlertheorie zuerst beschritten.
Dabei kommen zwei Hypothesen in Betracht. Die eine legt beispiels-
weise Enckel) der Ableitung des Fehlergesetzes in folgender Fassung
zu Grunde: »Wenn eine beliebige Anzahl gleich guter directer Be-
obachtungen einer unbekannten GrofRe gegeben ist, so bestimmt das
arithmetische Mittel aus allen beobachteten Werthen den wahrschein-
lichsten Werth der unbekannten GroRe, so weit er aus diesen Beob-
achtungen folgt, ganz allein, ohne dass auBer ihm noch eine andere
Bedingung erforderlich und im allgemeinen zul&ssig ist.« Aus dieser
Hypothese vom arithmetischen Mittel ergibt sich nach den Regeln
der Wahrscheinlichkeitsrechnung der Wahrscheinlichkeitswerth px
einer Abweichung x vom arithmetischen Mittel als dem wahrschein-
lichsten Werthe in der Form?)

Px = —" xep{— h*x-) 1 dx . (28)

Die andere, zuerst von Hagen3) aufgestellte Hypothese Uber die Ent-
stehung der Fehler aus Combinationen positiver und negativer Ele-
mentarfehler lautet: »Der Fehler im Resultate einer Messung ist die
algebraische Summe aus einer unendlich groflen Anzahl elementarer
Fehler, die alle gleich groR sind, und von denen jeder einzelne
ebenso leicht positiv wie negativ sein kann«. Diese Hypothese fiihrt
dazu, die Glieder der nach dem binomischen Lehrsatz aus der
Potenz

entwickelten Reihe als Wahrscheinlichkeitswerthe flr die verschiede-
nen, positiven und negativen Fehlergréfen in Anspruch zu nehmen.
Und diese Werthe lassen sich fir unendlich groRes n wiederum in
der Form (28) darstellen.

1) Ueber die Methode der kleinsten Quadrate. Berliner astronomisches Jahr-
buch fur 1834, S. 264.

2) Es wird hier exp (x) statt ex gesetzt.

3) Grundziige der Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1837, S. 34.
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Die eine und die andere Hypothese bildete den Ausgangspunkt
flr allgemeinere Voraussetzungen, als man nach Quetelet’sl) Vor-
gang das Fehlergesetz auf C.G. anderer Gebiete (z. B. der Anthro-
pologie, Botanik, Zoologie, Meteorologie) anwandte und sich dabei
von der Unzulénglichkeit dieses Gesetzes Uberzeugen musste.

Der hierdurch bedingte Fortschritt in der Theorie der O.G. fand
einerseits in Fechner’s?) * Collectivmalilehre «, anderseits in Pear-
son’sd) »Mathematical theory of evolution« seine Verwirklichung.

Fechner erkannte, dass bei den O.G. an Stelle der von dem
Fehlergesetz geforderten symmetrischen Gruppirung der Haufigkeits-
werthe um das arithmetische Mittel vielmehr Asymmetrie als Kegel
zu gelten habe; und dass darum das arithmetische Mittel im allge-
meinen nicht als der wahrscheinlichste Werth angesehen werden
durfe. Er suchte demzufolge nach einem Vertheilungsgesetze, wel-
ches das gewdhnliche Fehlergesetz fur den Fall symmetrischer Ver-
theilung in sich schlielt, im allgemeinen aber eine asymmetrische
Gruppirung um den (vom arithmetischen Mittel verschiedenen) wahr-
scheinlichsten Werth bedingt. Er fand die Loésung dieser Aufgabe
in der Annahme, dass ein bestimmter wahrscheinlichster Werth exi-
stirt, der die Vertheilungstafel in einen oberen und unteren Theil
trennt, und dass fiir jeden Theil unabhéngig vom anderen die Ver-
tlieilung nach dem Fehlergesetze geregelt werde. Hierdurch wird
gefordert, dass die Anzahlen m' und m, der Haufigkeitswerthe des
oberen und des unteren Theiles sich verhalten wie die einfachen Mittel-
werthe ¢ und e, (d. h. die auf den wahrscheinlichsten Werth als
Ausgangswerth bezogenen Mittelwerthe erster Ordnung) des oberen
und des unteren Theils, so dass der wahrscheinlichste Werth nicht
mehr durch die Gleichheit der beiderseitigen einfachen Mittelwerthe,
sondern durch die Proportion

€. e=m:.m, (29)

1) Lettres sur la théorie des probabilités, 1846. — Physique sociale, 1869.

2) Im Auftrage der kgl. Sachs. G-esellsch. d. Wissensch. herausgegeben, 1897"
Die Untersuchungen Fechner’s tber die Probleme der CollectivmaRlehre reichen
bis in die 50er Jahre des zu Ende gegangenen Jahrhunderts zuriick (vergl. Col-
lectivmalilehre, S. 229).

3) Philosophical Transactions of the Eoyal Society of London, Yol. 185 A
(1894), 186A (1895); 191A (1898).
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definirt wird, und nur fir den Fall, dass m' —m, zu & = ¢, und
somit zum arithmetischen Mittel zuriickfihrt.

In Fechner’s OollectivmaBlehre liegt demgemal unverkennbar
eine durch die Erfahrung gebotene und an Beispielen bewdéhrte Ver-
allgemeinerung der Hypothese vom arithmetischen Mittel vor, deren
Geltungsbereich noch dadurch erweitert wird, dass hei groRer Aus-
dehnung der Vertheilungstafel (14a) die EinzelmaBe a des O.G.
durch ihre Logarithmen log a ersetzt werden.

Diese erweiterte Hypothese hat den Vorzug, in jedem Falle zu
einer genaueren Uebereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung
zu flhren als die Hypothese vom arithmetischen Mittel. Sie findet
jedoch die — von Fechner selbst erstrebte — Grenze ihrer Lei-
stungsfahigkeit in der Uebereinstimmung mit der letzteren Hypothese
bei vorwaltender Symmetrie. Wenn also Fechner aus den MaR-
werthen a eines C.G. oder aus den Logarithmen dieser Werthe auf
Grund des Proportionalgesetzes den wahrscheinlichsten Werth be-
rechnet und mit dem interpolatorisch bestimmten Maximalwerthe der
Vertheilungstafel vergleicht, auRerdem das arithmetische Mittel und
den Centralwerth nebst den oberen und unteren Abweichungszahlen
und dem oberen und unteren Abweichungsmittel angibt, — so wird
zwar durch das System dieser Werthe eine Charakterisirung des C.G.
erreicht; dieselbe ist aber nur dann ausreichend, wenn die Asymmetrie
eine blofle Storung des normalen, durch das gewdhnliche Fehlergesetz
bedingten Verlaufs der Tafelwerthe bildet, so dass nach Wegfall der
Asymmetrie dieses Gesetz zu ungetribter Geltung kdme. Da dies
nicht allgemein zutrifft, so kann durch die Methode Fechner’'s nur
eine beschrénkte Classe von C.G. ausreichend charakterisirt werden.

Eine Erweiterung der Hypothese Uber die Entstehung der
Fehler aus Combinationen positiver und negativer Elementarfehler
bildet den Ausgangspunkt der Theorie Pearson’s, die in der Ab-
handlungl) »Contributions to the mathematical theory of evolution.
Skew variation in homogeneous material« dargelegt wird. Pearson

setzt zundchst anstelle der Potenz {b——)l—\?jie allgemeinere [p -f- g)rl,

wo p und g ein beliebiges Verhéltniss haben. Er sagt: »Just as the

1) Philosoph. Transactions Roy. Soc. London, 186 A, 1895, S. 343—414.
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normal frequency curve may be obtained by running a continuous
o e o
curve through the point-binomial (A when n is fairly large, so

a more general form of the probability curve may be obtained by
running a continuous curve through the general binomial (p -f g)n.
As the great and only true test of the normal curve is: Does it
really fit observations and measurments of a symmetrical kind? so
the best argument for the generalised probability curve deduced in
this paper is that it does fit, and fit surprisingly accurately obser-
vations of an asymmetrical character. Indeed, there are very few
results which have been represented by the normal curve which do
not better fit the generalised probability curve, — a slight degree of
asymmetry being probably characteristic of nearly all groups of
measurments«. In diesen Worten zeigt sich die klare Erkenntniss,
dass Asymmetrie als Kegel vorauszusetzen und dementsprechend das
gewohnliche Fehlergesetz durch ein asymmetrisches zu ersetzen sei.
Zugleich wird die Erfahrung als einziger Prifstein anerkannt.
Pearson stellt sich somit das namliche Problem wie Eechner; er
erstrebt jedoch die Ldsung mit anderen Hulfsmitteln.

Die stetige Curve, welche der discreten, durch Entwicklung von
(p -j- g)n nach dem binomischen Satze resultirenden Werthenreihe zur
Seite steht, findet Pearson mittelst einer ihm eigenthimlichen Me-
thode bestimmt durch

Px =Po(1 + |D7 »exP(— YX)1 (30

Dass hierbei in der That die erwéhnte Hypothese, die hier in der
Annahme von Elementarursachen (»contributory causes«) an 'Stelle
der positiven und negativen Elementarfehler besteht, den Ausgangs-
punkt bildet, erhellt aus den Worten: »So long as we remain in
ignorance of the nature and number of contributory causes in phy-
sics and biology, so long as we do find markedly skew distributions,
it seems to me that we must seek more general results than flow
from the assumption that p — q and n — oo. The form of curve
given above is suggested as a possible form of skew frequency cur-
ves. Its justification lies essentially, like that of the normal curve,
in its capacity to express statistical observations«.
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Nun tritt aber ein weiteres Moment in den Gedankengang Pear-
son’s. Die verallgemeinerte Wahrscheinlichkeitscurve ist nach einer
Bichtung begrenzt, nach der anderen unbegrenzt. »This limitation
at one end only, corresponds theoretically to many cases in eco-
nomics, physics, and biology. But there are a great variety of
cases in which there is theoretical limitation at both ends; that is to
say, there is a limited range of possible deviations«. Und nach
Angabe von Beispielen, in denen eine beiderseits begrenzte (z. B.
zwischen den Argumentwerthen 0 und 1 verlaufende) Vertheilungs-
tafel theoretisch gefordert wird, sagt Pearson: »Thus the problem
of range seems a very important one, it theoretically excludes the
use of the normal curve in many classes of statistics; it is quite
true that, for many practical purposes, frequency curves of limited
range may be sensibly identical either with unlimited curves, or even
with normal curves, but, in other cases, this is not so, and under
any circumstances the limited curve may actually give information as
to the possible range — the limits of stability — which is itself of
great value. — We have, thus, reached this point: that to deal
effectively with statistics we require generalised proba-
bility curves which include the factors of skewness and
range. «

Dementsprechend stellt sich Pearson die Aufgabe, funf Curven-
typen zu finden: 1) beiderseitig begrenzte asymmetrische; 2) beider-
seitig begrenzte symmetrische; 3) einseitig begrenzte asymmetrische;
4) beiderseits unbegrenzte asymmetrische; 5) beiderseits unbegrenzte
symmetrische.

Es ist somit die zunédchst vorausgesetzte Potenz (p + g)n nicht
ausreichend zur Entwicklung des allgemeinen Vertheilungsgesetzes,
da sieh eine nur einseitig begrenzte Wahrscheinlichkeitscurve ergab.
Pearson geht darum von der allgemeineren Beihel)

P>>' \

aus, wo pn  gn = n und r <”n\ und entwickelt aus ihr nach der
schon benutzten Methode die beiden stetigen Vertheilungsgesetze:

1) Dieselbe reducirt sieb fir n = oo auf die Reihe

P+ Dr =pr+r-pr-"q+ —pr~-qg* -+
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und

Px — Po ' cos-"V> » cxp[— vxfj | X — a tang #, (32)
wo je nach dem Wertlie gewisser Constanten die eine oder die an-
dere Function in Kraft tritt. Zur Rechtfertigung sagt er: >Until
we know very much more definitely, than we do at present, how the
size of an organ in any individual, say, depends on the sizes of the
same organ in its ancestors, ore what are the nature of the causes
which lead to the determination of prices, or of income, Or of mor-

tality at a given age, | do not see that we have any right to select
as our sole frequency curve the normal type

y =y0.c-pxt
in preference to the far more general

Y=o

which not only includes the former, but supplies the element of
skewness which is undoubtedly present in many statistical frequency
distributions. As we may look upon the former as a limit to a coin-
tossing series, so the latter represents a limit to teetotum-spinning
and card-drawing experiments. It is not easy to realise why nature
or economics should, from the standpoint of chance, be more akin
to tossing than to teetotum-spinning or card-dealing. At any rate,
from purely utilitarian and prudent motives, we are justified so long
as the analysis is manageable, in using the more general form. It
will always give us a measure of the divergence of particular statistics
from the normal type, and in many cases of skew frequency, it can
be used when it would be the height of absurdity to apply the nor-
mal curve at all. «

Der kritische Werth, von dem die Anwendbarkeit des einen oder
anderen Curventypus abhangt, ist in der Schreibweise Pearson’s:

2«,(3p” — hJ + 3uj, (33)

wo Vu K3, «4 die sogenannten Momente der Vertheilungstafel oder
Héufigkeitscurve beziiglich des arithmetischen Mittels sind. Diese
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Momente stehen in einfacher Beziehung zu den von mir zur Charak-
terisirung der C.G. eingefihrten Mittelwerthen. Es ist ndmlich

fl* =«l; =« ; I'i = «4,
wenn als Ausgangswerth der Mittelwerthe si, €3, e/ das arithmetische
Mittel gewahlt wird.
So kommt denn Pearson schlieBlich zu dem Resultate: >We

may say that a skew frequency curve will have limited range, range
limited in one direction only, or unlimited range according as

is greater than, equal to or less than zero. Thus the calculation of
this expression is the first step towards the classification of a fre-
quency curve given by observation.«

Demnach waére die Variantenreihe eines C.G. bei asymmetrischer
Gruppirung der Haufigkeitswerthe um das arithmetische Mittel ent-
weder beiderseits begrenzt oder nur einerseits begrenzt oder beider-
seits unbegrenzt, je nachdem der Werth von

2¢e|(3el — gj) + 3e!; (333)

groBer als Null, gleich Null oder kleiner als Null ist, wo st, «3, et
die auf das arithmetische Mittel als Ausgangswerth bezogenen Mittel-
werthe zweiter, dritter oder vierter Ordnung sindl).

Dies hatte zur Folge, dass die oberen und unteren extremen
Werthe der Variantenreihe, die natlrlich fir eine endliche Anzahl
m von beobachteten Exemplaren des O.G. unter allen Umstanden
sich im Endlichen halten, fir unbegrenzt wachsendes m entweder
einem bestimmten, angebbaren Werthe sich asymptotisch nahern oder

1) In Uebereinstimmung damit sagt Duncker in seiner Darlegung der
Methode Pearson’s (»Die Methode der Variationsstatistik«. Archiv fur Ent-
wicklungsmechanik der Organismen, VIII. S. 140): »Die asymmetrischen Curven-
typen besagen, dass die beiden Gruppen positiv und negativ wirksamer Elementar-
ursachen der individuellen Variation ungleich, die asymmetrischen, dass dieselben
gleich grof3 sind. Ferner bedeutet Begrenztheit in der Abscissenaxe des betr.
Typus, dass die gleichzeitig auf einen Organismus einwirkende Quantitdt von
Elementarursachen eine endliche, die Unbegrenztheit, dass diese Quantitat unend-
lich grof3 ist« — Mit der Anzahl der Elementarursachen wéchst aber die Eeihe
der mdglichen Varianten. Ist ndmlich die Anzahl der positiv wirkenden Ursachen
gleich m, die Anzahl der negativ wirkenden gleich n, so sind m + n+1 Vari-
anten maglich.
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keinen solchen Grenzwerth besitzen, je nachdem auf Grund der
Momente p3, 4 oder der Mittelwerthe et, s3, s, der obige kri-
tische Werth positiv oder negativ wird. (Der Nullwerth kann von
vornherein keine besondere Bedeutung haben, da die Momente oder
Mittelwerthe im allgemeinen nicht exact bestimmbar sind).

Dass hier ein Fehlschluss vorliegt, der zu Illusionen Uber
die Beschaffenheit des C.G. fihrt, erhellt aus folgender Be-
merkung?).

Hat man empirisch die Variantenreine A¢, At ... An mit den
Wahrscheinlichkeitswerthen p{, p3 . .. pn festgestellt, so bleibt man
vollig in Unkenntniss darlber, oh keine oder nur einzelne oder un-
begrenzt viele Varianten, die mit sehr kleinen oder unendlich kleinen
Wahrscheinlichkeitswerthen behaftet zu denken sind, eben wegen der
geringen Haufigkeit ihres Auftretens sich der Beobachtung entzogen
haben.  Erst die im allgemeinen nicht durchfiihrbare Erforschung
aller Exemplare des C.G. wirde auf inductivem Wege zu einer Ent-
scheidung flihren. Es lassen sich daher etwaige Grenzen der Vari-
antenreihe nur deductiv, auf Grund anderweitig gewonnener und
bereits vorhandener Erkenntniss angeben. — Demzufolge steht es
mit den Principien der inductiven Wahrscheinlichkeits-
erkenntniss nicht in Einklang, wenn Pearson sagtl):. »We
may not know the range, a priori, but we are quite certain that one
exists, and it is a quantity to be determined — just as the mean
or the standard deviation— from our measurments themselves«. In
der That liegen auch in den von Pearson angefihrten Beispielen
begrenzter Variation durchweg deductive Erkenntnisse vor, denen
zufolge ein Ueberschreiten bestimmter (angebbarer oder nicht angeb-
barer) Grenzen undenkbar ist.

Mag man aber von vom herein (ber die mdglichen extremen
Werthe einer Variantenreihe orientirt sein oder nicht, so kénnen doch
in jedem Falle die empirisch bestimmten Wahrscheinlichkeitswerthe
Pt> Pi 111 Pn jedes mit der Bedingung pt +pt + +++ +pn—1
vertragliche System reeller positiver Werthe darstellen. Es kann

1) Dieselbe ergibt sich unmittelbar als Folgerung aus dem am Schluss des
I. Cap. (§7) aufgestellten Grundsatze.
2) a. a. O. S. 359.
Wundt Philos. Studien. XVII. 11
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daher jener kritische Werth positiv oder negativ werden, sowohl wenn
ein endlicher Grenzwerth fiir die Variantenreihe angebbar, als auch
wenn ein solcher Grenzwerth nicht angebbar ist. Man ist somit
auch nicht befugt, aus dem positiven oder negativen Vor-
zeichen jenes kritischen Werthes auf Begrenztheit oder
Unbegrenztheit der VVariantenreihe zu schlieRen)).

Vielmehr zeigt sich hierdurch, dass Pearson’s Theorie nicht flr
alle Félle ausreichen kann. Sie stellt nur fir solche Falle ein mog-
licher Weise gultiges Vertheilungsgesetz zur Verfugung, in denen
eine asymmetrische Vertheilungstafel bei negativem kritischen Werthe
theoretisch unbegrenzt oder bei positivem kritischen Werthe theore-
tisch begrenzt ist. Sie versagt hingegen von vorn herein in den
Fallen, wo ein negativer kritischer Werth mit theoretischer Begrenzt-
heit und ein positiver kritischer Werth mit theoretischer Unbegrenzt-
heit der Variantenreihe verknupft ist.

b. Die Unzulanglichkeit der Hypothesen.

Wenn, wie aus Vorstehendem erhellt, weder Fechner’s noch
Pearson’s Theorie eine allgemeine Losung des Problems, C.G.
jeder moglichen Art ausreichend zu bestimmen, bietet, so liegt der
wesentliche Grund nicht in der zu engen Fassung der Hypothesen,
sondern in der Natur des Problems.

Die Function, durch welche eine Vertheilungstafel dargestellt
werden soll, ist ndmlich von vorn herein nur an die Bedingung ge-
bunden, flr jeden in Betracht kommenden Argumentwerth einen
endlichen, positiven Werth darzubieten oder gleich Null zu werden.
Im dbrigen kann sie stetig oder unstetig sein; sie kann nur ein

1) Es verdient erwéhnt zu werden, dass auch Fechner’s CollectivmaRlehre
(im XX. Cap.) Extremgesetze gibt. Fechner glaubt aber nicht aus beobachteten
Werthen die absolut mdglichen™ Extreme, wenn auch nur angendhert, bestimmen
zu konnen. Er sagt vielmehr (S. 322): »Aber diese Annahme einer approximativ
erreichbaren Grenze der Extreme bei wachsendem m hat weder empirisch noch
theoretisch etwas fur sich; sondern wahr ist nur nach beiden Gesichtspunkten,
dass die GroRe der Extreme in sehr viel kleinerem Verhéltniss als die Gréike
des m wéchst, aber, wenn m bis ins Unendliche steigend gedacht wird, immer in
angebbarer Weise mit fortwéchst«. — Dementsprechend werden die im Werke
Fechner’s entwickelten Extremgesetze aus dem gewdhnlichen Fehlergesetze
deducirt.
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Maximum oder mehrere relative Maxima besitzen und lberhaupt jede
denkbare GesetzmaRigkeit in ihrem Verlaufe zeigen, da keine ein-
schrankende Bestimmungen von allgemeiner Geltung angehbar sind.
Es kann daher sowohl die Annahme eines, durch bestimmte Eigen-
schaften ausgezeichneten wahrscheinlichsten Werthes, aus dessen
Existenz ein Vertheilungsgesetz folgt, als auch die Voraussetzung von
Elementarursachen, deren Combhinationen ein System von Wahrschein-
lichkeitswerthen liefern und zur Aufstellung eines Vertheilungsgesetzes
verhelfen, im ginstigsten Falle nur zur Bestimmung einer gewissen
Gruppe von O.G. flhren.

Dabei ist jedoch wohl zu beachten, dass ein fundamentaler Unter-
schied zwischen den beiden Arten von Hypothesen besteht. Denn
die Hypothese vom arithmetischen Mittel und das gewdhnliche
Fehlergesetz, nicht minder die Erweiterung dieser Hypothese in
Fechner's Collectivmalilehre und das erweiterte (zweiseitige) Fehler-
gesetz stehen in solidarischem Zusammenhang, so dass die Hypo-
these und die Form des Gesetzes sich wechselweise bedingen. Hin-
gegen fihrt zwar die Voraussetzung von Elementarursachen, die
abhéngig oder unabhédngig von einander mit bestimmten Wahrschein-
lichkeiten wirken, nothwendig zu einem bestimmten Vertheilungs-
gesetze; es kann aber jedes Vertheilungsgesetz durch unbegrenzt
viele, verschiedenartige Systeme von Elementarursachen erzeugt ge-
dacht werden. Die vielfach hervortretende Neigungl), aus
der Form der Vertheilungstafel oder aus den Werthen ge-
wisser, auf Grund der Vertheilungstafel berechneter (kon-
stanten auf die Beschaffenheit der Elementarursachen zu
schlielen, hat daher keine Berechtigung und fiuhrt zu halt-
losen Vermuthungen ohne wissenschaftlichen Werth.

Um dies in der einfachsten Weise zu erharten, mdge eine aus
vier Varianten A0, A{, A,, Aj bestehende Reihe mit den zugehorigen
Wahrscheinlichkeitswerthen pa, pt, p., p3, fur die

Po +Pl +Pi +Ps—1:

gegeben sein; und es sollen die Varianten aus den Comhinationen
von drei Elementarursachen resultiren, in der Weise, dass dem Wir-

1) Bei Pearson an verschiedenen Stellen seiner Abhandlung (a. a. O. S. 379,
389, 410).
11~
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ken keiner Ursache Aa entspricht, das Wirken einer Ursache zu A{,
das Wirken von zwei und drei Ursachen zu At und A3 fihrt.
Nimmt man zundchst an, dass die Elementarursachen unabhangig
von einander mit den Wahrscheinlichkeiten p, g, r wirken und mit
den Wahrscheinlichkeiten p'—1 —p, ¢ =1—q, r=1—r
nicht wirken, so werden die Varianten A3, At, A,, Al der Reihe
noch in folgenden relativen Haufigkeiten auftreten:
ps=p-q-r
Pi—Piger +prdir+puqir
Pi—p+g'mr'+p q'™+pigit
p, =p" qg1ri
Die Werthe p, q, r, die sémmtlich positiv und kleiner als 1 sein
mussen, sind daher die Wurzeln der Gleichung
— (Pt + 2pi + 3p3)x* + (pt + 3p)x —pI=0. (34
Die Wurzeln dieser Gleichung sind aber jedenfalls dann nicht alle
reell und positiv, wenn die Ungleichungen))

\[Pi + 2P» + %P3) = y\{Pt + 3Pz)=Yp,
nicht erfillt sind. Setzt man nun z. B.

Pt—Px =Fi =Pt — j .

so wird

Es gibt daher in diesem Falle kein System unabhéngig wirkender
Elementarursachen, durch welche die Varianten mit den angegebenen
Wahrscheinlichkeitswerthen erzeugt werden konnen.

1) Im né&chsten Capitel (I11, § 1) beweise ich, dass, falls eine Gleichung n-ten
Grades

xn — nBIxn—i—+ o ERBN=0

lauter positive, reelle Wurzeln hat, die Ungleichungen

Bi=R*=111=Rn

bestehen.
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Man muss somit im allgemeinen Abhangigkeit zwischen den
Elementarursachen voraussetzen. Dann wird zunéchst die erste Ur-
sache mit der Wahrscheinlichkeit p wirken und mit der Wahrschein-
lichkeit p' — 1 — p aufler Wirkung bleiben. Es wird ferner die
zweite Ursache, je nachdem die erste gewirkt oder nicht gewirkt hat,
mit der Wahrscheinlichkeit q resp. r wirksam werden und mit der
Wahrscheinlichkeit g — 1 — q resp. r' = 1 — r nicht wirksam wer-
den. Zuletzt wird die dritte Ursache mit der Wahrscheinlichkeit s
oder t oder u oder v eingreifen und mit der Wahrscheinlichkeit
s —1—s, oder t —1 —t oder u =1—u oder v=1—v
nicht eingreifen, je nachdem die erste Ursache im Verein mit der
zweiten oder die erste ohne die zweite oder die zweite ohne die erste
oder weder die erste noch die zweite ihre Wirkung ausgelibt hat.
Dies wird durch folgendes Schema erlautert:

1. Ursache;: p ; p
2. Ursache: q q r r
3. Ursache: s s'; t f; u a; v v.

Ist hier g—r und s==t— u = v, so wirken die Ursachen unab-
héangig von einander.

Man erhélt so auf Grund der gegebenen Wahrscheinlichkeits-
werthe p3, pt, pt, pl der vier Varianten zur Bestimmung der Ele-
mentarursachen die Gleichungen:

lIh—p+q:'s

pt=piqi1s +pi1qt-{-p'*reu
pl=p*'q 't +piriu +p1r
Po —P'1ri Vi

Setzt man nun

=pgs’; pti —pg't; pi3 =pru,
Pu =pq't; Pu =p'ru’ ; pia =p'r'v ,

jedoch so, dass

Pu +Pu ««Pt3 Pt.Pi: ««Pit"kPu Pi.

so erhalt man:
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s=—8 ;t= 7 u=—" V=",
Pa +Pu P2l + plt pi3 +plt pt3 +p,
==  Pt+Pu r=___ Pit+Pu A5
Pa +Pt1 + Pil +P-22 - Pit +Pt3 + Fo +Pis
P—P> + Ptt + Pii+Pii —1—Pt —Pi3 —Pit —P1t3

Da aber im allgemeinen pu, p%i, pi3; p,, P,2 p# auf unbegrenzt
viele Arten als positive echte Briche bestimmt werden konnen,

so dass

Pu + Pu + Pts =Pt Pu + Pit +Pi, = A
B+ +PS5+" <i;0+pPu+put+prs <<l
so gibt es auch dementsprechend unbegrenzt viele verschiedene Sy-
steme von Wahrscheinlichkeitswerthen fur das "Wirken der voraus-
zusetzenden drei Elementarursachen.

Man kann daher in der That aus dem Verlaufe der Werthe einer
Vertheilungstafel keinen Schluss auf die Art und Weise des Wirkens
von Elementarursachen ziehen. Insbesondere schlieRt die Gultigkeit
des gewdhnlichen Fehlergesetzes nicht ein, dass — wie die Hypothese
Hagen’'s annimmt — die Messungsfehler aus Elementarfehlern sich
zusammensetzen, die ebenso leicht positiv wie negativ sein konnen.

¢. Eine Methode zur Darstellung willkirlich gegebener
Functionen.

Verzichtet man demzufolge auf die Hypothesenbildung, so kann
man in der Vertheilungstafel lediglich die Werthe einer willklrlich
gegebenen Function erblicken und die Methoden zur Darstellung will-
kirlich gegebener Functionen anwenden.

Eine solche Methode, welche den Besonderheiten der C.G.
Rechnung tragt, will ich hier entwickeln.

Da nur ausnahmsweise, auf Grund eines Actes deductiven Er-
kennens, eine Orientirung Uber die extremen Werthe einer Varianten-
reihe vorausgesetzt werden darf, so ist im allgemeinen eine vollstan-
dige Zahlenmannigfaltigkeit ohne willkirlichen Ausschluss bestimmter,
mehr oder minder ausgedehnter Gebiete als Trager der Reihe denk-
moglicher Varianten anzunehmen. Diese Mannigfaltigkeit sei zunéchst,
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im Einklang mit der friher (§ 3) an erster Stelle angegebenen Form
der Vertheilungstafel (14) die Reihe der reellen ganzen Zahlen.

Nun soll jedem Grliede a der von — oo bis + oo sich er-
streckenden Reihe ganzer Zahlen ein bestimmter reeller "Werth F(a)
zugeordnet gedacht werden, der positiv oder gleich Null sein soll,
da die Vertheilungstafel eines C.G. keine negativen Werthe darbieten
kann. Dann ist F{a) eine willkirlich gegebene Function des ganz-
zahligen Argumentes a. Diese Function soll aber, da sie ins Un-
begrenzte sich erstreckt, noch folgenden Bedingungen genugen, die
ohne weiteres erflllt sind, wenn F(a) durchaus im Endlichen ver-
lauft, d. h. unterhalb und oberhalb einer gewissen Grenze durchweg
gleich Null ist.

Es sei erstens die Uber alle ganzen Zahlen « von — oo bis + oo
erstreckte Summe

2J(«-by-F(@) = sy, (36)

wo b einen beliebigen reellen Werth bezeichnet, endlich fir jede end-
liche ganze Zahl v=0, 1, 2 ... .

Bezeichnet man die Summe, welche Uber ein aus q Gliedern
bestehendes Intervall J der Zahlenreihe erstreckt wird, durch 2" und
setzt man

S((g—byviF@) -f-d,, = sy,

so soll zweitens das Intervall J stets der Art bestimmbar sein, dass
die absoluten Betrdge der GrofRen dv den Bedingungen

ldt| k, furv=0,12...n—1 (38)

geniigen, wokO, k{, kt ... kn_IGroRensind, die bei dem fir die
Berechnung von s0, s,, si ... sn_i angestrehten Grade von Genauig-
keit nicht in Betracht kommen.

Die Erstreckung des durch die Bedingung (38) geforderten In-
tervalls J ist sowohl von der GroRe der k als auch von der Anzahl
n der Summen s0, s, .. .sn_{, zu deren Berechnung J geniigen soll,
abhéngig. Insbesondere wird fir kleine Anzahlen n die Glieder-
anzahl (j wvonJ stetsgrofRer als nsein. Es soll aber drittens von
einem bestimmten Werthe n ah, den man sich beispielsweise gleich
10 oder gleich 100 oder gleich 1000 denken kann, das zu fc,, kt. .
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gehorige Intervall J eine Gliederanzahl ¢ S n besitzen. Man
kann dann offenbar stets g — n voraussetzen.

Es gibt somit bei Erfillung dieser Bedingungen ein bestimmtes,
kleinstes re-gliedriges Intervall J, so dass unter Vernachldassigung der
den Bedingungen (38) genigenden GrdRen d, auf Grund der n
Gleichungen

JEja—DbY'F(@ = (39)
v—0.12...n—1

einerseits die Summenwerthe sO, sit... sn_t aus den n Functions-
werthen F(a) des Intervalls J, andemtheils die n Functionswerthe
F[a) des Intervalls aus den gegebenen Werthen s0, s,
berechnet werden kdnnen. Und da die Werthe F(a) auBerhalb des
Intervalls J bei dem angestrebten Genauigkeitsgrade auBer Acht ge-
lassen und gleich Null gesetzt werden dirfen, so wird demnach der
Verlauf der willkiirlich gegebenen Function durch die n Summen-
werthe mit einer durch die angegebenen Vernachlassigungen bedingten
Anndherung bestimmt. Je groRer die erstrebte Genauigkeit ist, um
so groRer muss im allgemeinen das Intervall Jund zugleich die Beihe
der Summenwerthe sein. Man darf aber erwarten, dass die Function
F(a) durch die unbegrenzte Reihe der Summenwerthe s0, st, s., ..
vollstandig bestimmt wird.

Diese Eigenschaft der Function F[a) kann man auch ohne
weiteres voraussetzen und sagen: Es soll angenommen werden,
dass die willklrlich gegebene Function F(a) durch die
Summenwerthe s, der nullten bis (n — I)ten Ordnung mit
einer gewissen Annaherung und durch die unbegrenzte
Reihe der Summenwerthe vollstdndig bestimmt werde.

Um nun zu einer Darstellung von F(a) zu gelangen, soll eine
reelle, eindeutige, im Gebiete der positiven Ordinaten verlaufende
Function cp(a) des ganzzahligen Argumentes a als bekannt voraus-
gesetzt werden, so dass die von a — — 00 bis a = + 00 erstreckte
Summe

(a — b)"1<pfa) = <, (40)

flr jede endliche ganze Zahl v endlich ist und mit einem beliebig
vorgegebenen Genauigkeitsgrade durch die auf ein bestimmtes, kleines
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Intervall beschrankte Summe reprasentirt wird. Dies ist mdglich,
wenn (p(ce) einen Parameter enthalt, Uber den in geeigneter Weise
verfigt werden kann.  Ueberdies moge der Einfachheit wegen
al =1 sein.

Denn ist auch fir eine beliebig gewahlte ganze Zahl

=2 (a+[R3—hy ' p(a+nR)=a>
und da

(« _bV=(+B_hV_gW +B—*)-* ¢

+9) («+N-&IT-i2....... =R\

so ist zugleich

2{<« —W'*' D+ = (9) Or-*B* — 111 £ RV1

Es ist daher, wenn Rt, Bt...Bn irgend welche von einander ver-
schiedene ganze Zahlen bedeuten und als darstellende Function

©(a) = c{cp(a + Bt) + csri>(@a + &) + -me +¢,<jp(a + Bn) (41)
mit den noch unbestimmten Coefficienten c,, ¢, ... ch vorausgesetzt
wird:

©@ =e +C+ v+,
N(«—b)10@) = ff, (c4 +C* + +++ + O») — (c,& + ffj/NjH-—-- [~cnRkn)

und allgemein
2C—=—We«= [-0J) I[fH

+ (2)N-*N] *+[«H, (42)

wo [c], [cR], \cB*] . .1 zur Abkiirzung fur die Summen c, +c* + ¢+ +
+ Ccm ff,Bi + Cj/7* + "'+ fi«Bn> ff, /2% -+ ctBl + ' 4+ cnRn 111 fren*-

Setzt man jetzt in (42) fur v=0,12.. n—1
N(«-ar ©O«) =*,,

so kann man aus den n Gleichungen die Coefficienten c,, c, *++cn
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berechnen, da die Determinante des Gleichungensystems wegen der
vorausgesetzten Verschiedenheit der 8 nicht verschwindet; und die
Function 0(a) erhélt somit die ndmlichen Summenwerthe s0, s, . . .
ms, , wie die willkirlich gegebene Function F(a). Da aber a, mit
einem beliebig vorgegebenen Genauigkeitsgrade durch die auf ein be-
stimmtes, kleines Intervall beschréankte Summe (40) repréasentirt wird,
so existirt auch fir die Function 0(a) ein endliches ¢-gliedriges In-
tervall J', so dass firv=0,1,2...n—1

2e(“ —WI1®®) +0r=21“~hV1e(*)

‘C’)y‘gK‘

Die Lage und Ausdehnung von J' wird durch die Werthe R{ Rt
I.. Bn und den Parameter von cp(a) bedingt.

Lasst es sich nun durch passende Wahl der Werthe 3{
Bt1++Bn und des Parameters von cp(a) erreichen, dass das
zur Bestimmung von 0(a) genitigende Intervall J mit dem
zur Bestimmung von F(a) hinreichenden Intervalle J sich
deckt, so wird auf Grund der Uebereinstimmung in den
Summenwerthen nullter bis (n— Iter Ordnung F(a) durch

0(a) angenahert dargestellt.
Die einzelnen Glieder der Function O(a) lassen sich umformen,
indem man fir einen positiven Werth 13

O(c + ) = () + (F)?>'(«)+(2 )gp" («H-—h cpW(a)

und fir einen negativen Werth — 3
9« — B) = M(«) — (F)?,(«) +(2)™N(a)---—---- =+ <PRia)

setzt, wo
= (p@-f1) — <p@); cp"(a) =cp'@a+ 1) —cp'@); . ..
<PAa) = 9>(«) — 9>(« — 1); <Pt(a) — <p,(a) —cpt@a —1); . ..
Man erhélt so die darstellende Function (41) in der Form
®(°) = y<pfa) + y<p () + />"(<) + oo )
4+ J.9i(«<) + NOT(<)+ v [/
Ist insbesondere cp(a) eine Function, die fUr negative ganze Zah-
len a durchweg gleich Null ist, und wahlt man zur Herstellung von
(41) nur negative ganze Zahlen R —wm——ARn, so wird auch 0(a)
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fur negative Argumentwerthe gleich Null und in (44) treten bloR dife

abgeleiteten Functionen cpt, cpt . . . auf. Auf diese Weise kann man

zur Darstellung einer den positiven ganzen Zahlen 0,1, 2. ..

zugeordneten, willkirlich gegebenen Werthenreihe gelangen.
Eine hiezu geeignete Function ist

(45)

wo A einen Parameter und 11(a) die bekannte, der Relation JT(a)
— a1 ll(a — 1) genugende, Gaul3’sche Function fiir ganzzahlige Ar-
gumente bezeichnet, so dass, wenn « positiv ist,

11(a) T-2 eeec’ 710) 1; J7(— a)

Werden die Varianten des C.Gr. nicht — wie zundchst ange-
nommen wurde — der Reihe der ganzen Zahlen, sondern der ge-
sammten reellen Zahlenmannigfaltigkeit zugeordnet, so ist auch fiur
die willkarlich gegebene Function ein reelles, stetig variables Argu-
ment a vorauszusetzen. In diesem Falle hat man in Uebereinstim-
mung mit der friher (8 3) an zweiter Stelle (14a) angegebenen Form
der Vertheilungstafel von einer Eintheilung der reellen Zahlenmannig-
faltigkeit in aneinander grenzende Intervalle auszugehen und jedem
Intervall einen reellen endlichen Zahlenwerth (der positiv oder gleich
Null sein kann) zugewiesen zu denken. Diese Werthe sind sodann
auf die zugehdrigen Intervalle vertheilt zu denken, so dass schliel3-
lich jedem von a und a -f- da begrenzten, unendlich kleinen Bereiche
ein bestimmter unendlich kleiner Werth f(a) * da zugehort. Nunmehr
ist f(a) eine willkurlich gegebene Function des reellen Arguments a,
fur welche die anféngliche Eintheilung der Zahlenmannigfaltigkeit in
Intervalle nicht weiter in Betracht kommen soll.

Da diese Function sich ins Unbegrenzte erstreckt, so soll sie im
Interesse ihrer Darstellbarkeit dhnlich wie F(a) folgenden, von jeder
m Endlichen verlaufenden Function ohne weiteres erfillten Bedin-
gungen geniigen. Es besitze das von a = — 00 bis a — -j- 00 er-
streckte Integral

46,
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wo b eine beliebige reelle GroRRe angibt, fur endliche Zahlen v = 0,
1, 2 ... einen endlichen Werth. — Setzt man ferner

f(« — b)v1fla) 1 da -\-dv — sv, (47)

o -

wo die Beifugung von J an das Integralzeichen die Beschrédnkung
der Integration auf das Intervall J andeutet, so soll Jso bestimmbar
sein, dass fur beliebig vorgegebene, bei der Berechnung von s, nicht
in Betracht gezogene GroRen lev der absolute Betrag von d,, die Be-
dingung

|d,| kt; furv—0, 1, 2 ... n—1 (47a)
erfullt. — Es soll schlieflich das zur Berechnung von s0, sl ... sn_,
ausreichende Intervall J von einem gewissen Werthe n ab (der etwa
gleich 10 oder 100 oder 1000 sein mdge) klein genug und zugleich
der Verlauf von f(a) ruhig genug sein, so dass nach Zerlegung von

J in n aneinandergrenzende Theilintervalle at & ,at =y

u

an == ~Nin (mit den Lé&ngen i{, in und den Mitten akK, «& . .. an)
die Angabe der auf die Theilintervalle fallenden und durch die von

ak — ~ik bis ak + —ij. erstreckten Integrale
f f(a) 1da = (48)

dargestellten Betrage sll), df . . . siM) genugt, um den Functionsverlauf
angendhert zu bestimmen.
Sind diese Bedingungen erfillt, so kann fur v=20,1, 2. ..
n—1
S, =4l) +sfl+ 0 4?7

_f[a-bfifia)ida | (49)

gesetzt werden. Da es aber fir jedes v (mag b oberhalb oder unter-
halb oder innerhalb des Intervalls ak -f hegen) zwei den Inter-

vallgrenzen oder dem Intervalle selbst angehérige Werthe ak und a"
gibt, so dass
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W .Ft@)i1da<..<@k=n*iffa) da,

so existirt stets ein dem Intervalle ak = ~ ik, nicht aber seinen

Grenzen angehoriger Werth alk\ so dass

(50)
Demnach bestehen die n Gleichungen
0=4"+ 4--mm- f
* = << — *)4l) + << — b)SF 4orrceev i- (<9 — B)«t»)
(51)
*»-, = K'-0 — a)b_*+ — 0=l v s> 4emmeme

4- (afc«> — €),1-" + 47),

aus denen, wenn die Werthe <4° bekannt sind, oder willkirlich an-
genommen und etwa durch aj. ersetzt werden dirfen, die Betrage
4l), 42) +++ 4° auf Grund der Integralwerthe s0, stt st ... s,, , be-
stimmt werden konnen.

Diese Integralwerthe gestatten somit eine angendherte Bestim-
mung der willkirlich gegebenen Function f[a). lhre Anzahl n muss
offenbar um so groRer sein, je scharfer die Bestimmung sein soll.
Es ist aber anzunehmen, dass durch die unbegrenzte Beihe von Inte-
gralwerthen die Function f[a) vollstdndig bestimmt wird. Die Fest-
setzung der obigen Bedingungen ist demnach gleichbedeutend mit der
Voraussetzung, dass die willklrlich gegebene Function f(a)
durch die Integralwerthe sv der nullten bis (n—Ijten Ord-
nung mit einer gewissen Anndherung und durch die un-
begrenzte Beihe der Integralwerthe vollig bestimmt werde.

Um diese Function f[a) in &hnlicher Weise wie F[a) angen&hert
darzustellen, moge eine eindeutige, durchweg positive Function <p(a)
zur Verfligung stehen, so dass das von a — — o0 bhis a = 4- co er-
streckte Integral

(52)

fir jeden endlichen ganzzahligen Werth v endlich ist und durch ge-
eignete Bestimmung eines der Function cp (a) angehdrenden Parame-
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ters mit jedem beliebigen Grade yon Genauigkeit durch den Uber
ein bestimmtes Kkleines Intervall genommenen Integralwerth ersetzt
werden kann. Insbesondere sei a0l = 1. Bildet man nun mittelst der
geeignet gewdhlten, reellen Werthe bn bt ... bn die darstellende
Function

0(a) = c, <p(a + bt) + ctcp(@a + bt) + + ++ +cn<pla + bn)  (53)
und setzt man firv=20, 1, 2 ... n—1
yli@a—by10(a) 1da = sv,
so konnen aus den mit Ricksicht auf die Relationen

Ra + bk — bf ¢(a + bk) »da= av
jla— by tp[a + bk) = av — (* vbk 4 100 =+ bl

gebildeten Gleichungen:
Sy=ar[c}—( av_k[eb]+ (") av_t[cF]-—-- =+ [chv] (54)

v—0,12...n—1

wo [= +c+ ¢+ +cn; [cb] =c bl + cibi + 4+ cnbn;
u. s. w., die Coefficienten cv ¢2 ... cn berechnet werden. Die Func-
tion O(a) erhalt somit die ndmhchen Integralwerthe s0, s, ... sn_,
wie die willkiirlich gegebene Function f(a). Zugleich existirt ein in
seiner Lage und GroRe durch bv bt ... bn und den Parameter von
0(a) bestimmtes Intervall J', so dass fir v=20, 1, ... n—1
f@a—byi10(@)1da+dy = a—byi1F(@))
(55)
\0,\k,, ]

Es wird daher auf Grund der Uebereinstimmung in den
Integralwerthen nullter bis (n—I)ter Ordnung f(a) durch
0(a) mit einer gewissen Anndherung dargestellt, wenn sich
der Parameter von cp@) und die Werthe blt bt ... bn so be-
stimmen lassen, dass das zur Bestimmung der Integral-
werthe von 0(a) ausreichende Intervall J* mit dem zur Be-
stimmung der Integralwerthe von F(a) geniigenden Intervall
J sich deckt.
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Setzt man
P@a-+h) =9() + vy o'@ + ——71"la) H-—--

so erhélt man die darstellende Function (53) in der Form

(D(@) = yocp(@) + 7, rp’(a) + ycp"(a) H-—---- (56)

Eine zur Anwendung dieser Methode geeignete Hulfsfunction ist
die das gewdhnliche Fehlergesetz darstellende

V7t 7

Die mittels dieser Function gebildete Reihe (56) ist zuerst von
Bruns') auf einem anderen Wege entwickelt worden.

Um eine exacte Darstellung der willkurlich gegebenen Function
iy(a) oder f[a) zu erhalten, muss — von Ausnahmeféllen abgesehen
— in (41) oder (53) eine unbegrenzte Reihe von Gliedern voraus-
gesetzt und demzufolge eine unbegrenzte Anzahl von Coefficienten

c> ct; 3 ¢ ¢ ¢ bestimmt werden. Die so resultirende darstellende
Function ®(a) oder <D(a ist aber im allgemeinen nur be-
dingt convergent. Denn die Werthe von et, cv ¢3 ... kbnnen

theils positiv, theils negativ sein, so dass — wenn auch ihre Summe
endlich, nadmlich gleich s0, sein muss — die positiven und die nega-
tiven Werthe, fir sich allein zusammengefasst, einen unendlich grolRen
Betrag ergeben kdnnen und nur auf Grund einer bestimmten Aufein-
anderfolge zu dem endlichen Betrage s0 filhren. Dann l&sst sich aber

allgemein geredet — auch von der Function < («) oder d>(a) nur

1) »Ueber die Darstellung von Fehlergesetzen« (Astronomische Nachrichten,
CXLIII, No. 3429), ferner »Zur Collectivmallehre« (Phuosophische Studien, XIV).
Die letztere Abhandlung gibt Tabellen fir y und die finf ersten Ableitungen
nebst Anweisungen zu ihrer Benutzung. — Berechnungen von C.G. auf Grund
dieser Tabellen hat Werner (»Beitrdge zur CollectivmaRlehre«, Philosophische
Studien, XV) ausgefiihrt. — Auf dem oben angegebenen Wege habe ich die mit-
telst (57) gebildete Reihe (56) in den Philosophischen Studien, X111 (»Ueber Fech-
ner s Collectivmalilenre und die Vertheilungsgesetze der Collectivgegenstande«)
hergeleitet.
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bedingte, d. h. auf der Anordnung ihrer Glieder beruhende Conver-
genz behaupten.

d. Die mit der Functionsdarstellung verbundene Ueber-
bestimmung der C.G.

Die Darstellung einer Vertheilungstafel durch eine mathematische
Function auf dem soeben angegebenen oder einem anderen Wege
bietet ein werthvolles Hulfsmittel bei der Feststellung moglicher Ge-
setzmaRigkeiten. Soll aber die Function zur Charakterisirung des
C.G. dienen, so ist zu beachten, dass sie ihrem Wesen nach eine zu
weit gehende Bestimmung liefert und somit zu illusorischen,
durch keine Erfahrung gestiutzten Ergebnissen fihrt.

In dieser Hinsicht ist zunachst zu beachten, dass jede als Dar-
stellung einer Vertheilungstafel gefundene Function die Ableitung
einer unbegrenzten Reihe von Summen- oder Integralwerthen sy ge-
stattet, welche — wenn s,, — s0 1 sr gesetzt wird — die Kenntniss
einer unbegrenzten Reihe von Mittelwerthen e(, sv 3. .. in inf. ver-
mitteln. Es kann aber jedenfalls nur eine begrenzte Anzahl von
Werthen s,, oder sy der empirisch gegebenen Vertheilungstafel zur
Bestimmung der Function entnommen werden. Somit wird aus einer
beschrankten Anzahl empirisch gefundener Werthe eine unbeschrénkte
Anzahl von Werthen abgeleitet; und diese Erweiterung der Erkennt-
niss beruht nicht ausschlieflich auf der Erfahrung, sondern wesent-
lich auf der Form der gerade gewdhlten Function. DemgemalR wird
durch die Wahl der die Functionsdarstellung vermittelnden Hiilfsfunc-
tion ein willklrlicher und fremdartiger Bestandtheil in die
Charakterisirung der C.G. eingefihrt.

Sodann ist in Rucksicht zu ziehen, dass die den Haufigkeitswer-
then der Vertheilungstafel im allgemeinen nothwendig anhaftende
Unsicherheit eine entsprechende Unsicherheit fur die auf Grund jener
Haufigkeitswerthe bestimmte Function im Gefolge hat. Der einem
Argumentwerthe zugehdrige Functionswerth kann daher nur hypo-
thetische Geltung beanspruchen, als mdglicher Reprasentant eines
mehr oder minder ausgedehnten Bereiches von Werthen. Eine in
aller Strenge gultige Functionsdarstellung kann darum gar nicht er-
strebt werden. Insbesondere kann man nicht hoffen, durch die Func-
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tion eine Ausgleichung der unsicher schwankenden, empirisch gefun-
denen Wahrscheinlichkeitswerthe zu erhalten. Vielmehr kann nur
auf Grund dieser empirischen Werthe festgestellt werden, wie weit
der Functionsdarstellung eine hypothetische Geltung zuerkannt wer-
den kann.

Solche willkirliche und hypothetische Elemente vermeidet die in
§ 3 entwickelte Bestimmungsweise der C.G.

85. Die Methode der Mittelwerthe und das Gauf3’sche
Princip des mittleren Fehlers.

Eine wesentliche Stiitze findet die Methode, die C.G. durch eine
— je nach Bedirfniss mehr oder minder weit auszudehnende —
Reihe von Mittelwerthen zu charakterisiren, durch die » Theoria com-
binationis observationum erroribus minimis obnoxiae« von Gaul3. In
derselben wird die Fehlertheorie unabhéngig von einem hypothetischen
Fehlergesetz auf das Princip des mittleren Fehlers gestellt. Dies
wird von Gaul? selbst durch folgende Worte (Art. 17) klar hervor-
gehoben:

»In Theoria motus corporum coelestium ostendimus, quomodo
valores incognitarum maxime probabiles eruendi sint, si lex probabili-
tatis errorum observationum cognita sit; et quum haec lex natura sua
in omnibus fere casibus hypothetica maneat, theoriam illam ad legem
maxime plausibilem applicavimus, ubi probabilitas erroris x quantitati
exponentiah e~llhxx proportionalis supponitur, unde methodus a nohis
dudum in calculis praesertim astronomicis, et nunc quidem a plerisque
calculatoribus sub nomine methodi quadratorum minimorum usitata
demanavit.

»Postea ill. Laplace, rem alio modo aggressus, idem principium
omnibus aliis etiamnum praeferendum esse docuit, quaecunque fuerit
lex probahilitatis errorum, si modo observationum multitudo sit per-
magna. At pro multitudine observationum modica res intacta mansit,
ita ut si lex nostra hypothetica respuatur, methodus quadratorum
minimorum eo tantum nomine prae aliis commendabilis habenda sit,
quod calculorum concinnitati maxime est adaptata.

»Geometris itaque gratum fore speramus, si in hac nova argu-

menti tractatione docuerimus, methodum quadratorum minimorum
Wundt, Philos. Studien. XVil. 12
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exhibera combinationem ex omnibus optimam, non quidem proxime,
sed absolute, quaecunque fuerit lex probabilitatis errorum, quaecungue
observationum multitudo, si modo notionem erroris medii non ad
mentem ill. Laplace, sed ita ut in artt. 6 et 7 a nobis factum
est stabiliamusc.

An jener Stelle definirt Gau3 den mittleren Fehler in durch das
von X — — 00 his x = -[- co erstreckte Integral

wo x die Grolke eines Fehlers und <p[x)-dx die Wahrscheinlichkeit
eines zwischen x und x -f- dx liegenden Fehlers angibt, und sagt:
». . . integrale

Ixx(p{x)dx

ab x — — 00 usque ad x — -f- o0 extension (seu valor médius qua-
drati xx) aptissimum videtur ad incertitudinem observationum in gé-
néré definiendam et dimetiendam, ita ut e duobus observationum
systematibus, quae quoad errorum facilitatem inter se différant, eae

praecisione praestare censeantur, in quibus integrale va-

lorem minorem obtinet. Quodsi quis hanc rationem pro arbitrio, nulla
cogente necessitate, electam esse objiciat, lubenter assentiemur. Quippe
quaestio haec per rei naturam aliquid vagi implicat, quod limitibus
circumscribi nisi per principium aliquatenus arbitrarium nequit ). «

Da nun vorausgesetzt wird (Art. 17), dass die Fehler von einem
etwa vorhandenen constanten Betrag befreit worden seien und dem-
geman

Freep(x) +dx — 0

sei, so sind die Fehler x als Abweichungen der einzelnen Beobach-
tungen von dem arithmetischen Mittel aller Beobachtungen aufzu-

1) Die ausfihrliche Mittheilung des Grundgedankens der Gauf3’sehen Theorie
erschien mir nicht Uberflissig, da das Princip des mittleren Fehlers z. B. hei der
ausfuhrlichen Behandlung der Fehlertheorie in Meyer’s »Vorlesungen Uber
Wahrscheinlichkeitsrechnung« (1879) Cap. VIII, S. 243—328, Anhang S. 441—509
keinen Ausdruck findet, hingegen die Ableitung des Fehlergesetzes aus der Hy-
pothese vom arithmetischen Mittel als Methode von Gauld bezeichnet wird.
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fassen. Die Fehlerreihe wird somit nach GaulR unabhangig von
einem Fehlergesetz und von der Anzahl der Beobachtungen durch
das arithmetische Mittel und den mittleren Fehler oder — mit andern
Worten — durch den das arithmetische Mittel definirenden Mittel-
werth erster Ordnung et — 0 und durch den auf das arithmetische
Mittel als Ausgangswerth bezogenen Mittelwerth zweiter Ordnung €2,
der mit dem GauR'sehen mittleren Fehler identisch ist, charakteri-
sirt. Es ist dies aber nichts anderes als die Anwendung der in § 3
entwickelten Methode der Mittelwerthe auf die durch Fehlerreihen
dargestellte besondere Classe von C.G. unter Beschrankung auf die
Mittelwerthe erster und zweiter Ordnung.

Demnach kann die Methode der Mittelwerthe als eine
Verallgemeinerung der Gaufl3’schen Methode, eine Reihe von
Beobachtungen durch das arithmetische Mittel und den mittleren
Fehler zu charakterisiren, aufgefasst werden. Zugleich erscheint aber
das Princip des mittleren Fehlers in einem neuen Lichte. Es ist
keineswegs mit der Willkurlichkeit behaftet, die Gaul3 selbst in den
angefiihrten Worten zuzugeben bereit ist.  Vielmehr wird der mitt-
lere Fehler als Mittelwerth zweiter Ordnung zu einem nie-
mals entbehrlichen Gliede in einer Kette von Bestimmungs-
sticken, deren Ausdehnung von den jeweiligen Bedirfnissen abhangt
und deren Beschrankung auf die beiden ersten Glieder zwar bei den
Fehlerrcihcn vielfach genligen mag, aber nicht etwa in der Natur der
Fehlerreihen begriindet ist.

86. Collectivgegenstande mit Dop?)elr eihen von Varianten.

Die Methode, einen aus nur einer Variantenreihe bestehenden
C.G. durch die Mittelwerthe el, et ... ev zu bestimmen, bietet den
Vortheil, ohne weiteres auf C.G. mit mehrfach zusammenh&ngenden
Variantenreihen Ubertragbar zu sein. Es geniigt, dies fur eine Dop-
pelreihe von Varianten nachzuweisen.

Werden die Varianten, wie in § 1 angegeben wurde, durch
Zahlenpaare (a, B) markirt, so lassen sich stets zwei endliche Reihen
aufeinanderfolgender Zahlen a,, ai ... ar und 81, Bt. .. Rs abgren-
zen, deren n—ri1s Combinationen (ax, BB fir y— 1, 2 ... r;
X=1, 2 ...s den Bereich der Zahlenpaare darstellen, dem die

12+
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beobachteten Varianten angehéren. Man erhélt dann, wenn zxX die
absolute Haufigkeit der Variante (ax, Bx) angibt, die Vertheilungs-
tafel in der Form

Ri =44 =11 1 1N

R*  nra2 =22

Rs ram r2s ¢ vozrs
in der an Stelle der z die relativen Haufigkeiten
P-A=—, wo m=J7?zxX

treten konnen.

Will man indessen den Varianten die stetige Mannigfaltigkeit
reeller Zahlenpaare (a, h) zuordnen, so theile man diese Mannig-
faltigkeit in aneinandergrenzende Bereiche in der Weise, dass der

Ordnungszahl &, die von ax— ~ix bis ax -f- —iy sich erstreckenden

Zahlen, der Ordnungszahl Rx die zwischen bx — ~jx und bx + —jx

liegenden Zahlen und somit der Combination («z, Rx) der Bereich
[ax =27 h — mit der Mitte {ax, bx) zugehort. Alsdann tritt

an Stelle von (58) die Form

(‘D: CDK . Cty*
K owawee

*42 *22 V%o

o (58a)
K =4S w2i ¢ Trs

Bezieht man jetzt o bx) auf ein beliebig, aber fest gewahltes
Werthenpaar (¢, d), um aus den o-ten und u-ten Potenzen der Ab-
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weichungswerthe ax — ¢ und bk — d die, Uber x=1, 2 ... r und
1=1 2 ...s erstreckten Summen

m-" =" zxX(ax-c)Q{bx-dTf
zu bilden, so gelangt man nach Division mit m zu
AN (x = N (h = df (59)

und durch Ausziehen der (p -f- <nten Wurzel zu dem reellen Werthe

den i°h als den auf (c, d) bezogenen Mittelwerth von der Ord-
nung [q, 0) bezeichne. Es ist dann nur das Uebereinkommen zu
treffen, bei geradzahligem Werthe q + a die Wurzel dem absoluten
Betrage nach zu nehmen und inshesondere, wenn sowohl g als auch
a ungerade und zugleich die Summe negativ ist, den in diesem

Falle auftretenden Factor y__ f von ahzutrennen und yHTJ
zu schreiben.

Setzt man nun in (59) ¢ =0,1... r—1; a=01...5s—1,
so erhalt man ein System von n = r1s linearen Gleichungen, aus
denen die n = r+s Werthe pyk gefunden werden konnen, wenn die
n=r+s Werthe bekannt sind. Denn die Determinante des
Systems st stets von Null verschieden. Sind aber nur g1 a Werthe
bekannt, deren Ordnungsmarken die Combinationen von 0,1 ... q— 1
mit 0, 1...g—1 sind (wo ¢cra<<r's), so kann man aus den
zur Verfiigung stehenden g1 g Gleichungen eine angenédherte Kennt-
niss der in passender Weise zusammengefassten ~-Werthe gewinnen.
Denn es treten alsdann die Ueberlegungen, welche in 8 3 zu dem
entsprechenden Ergebniss bezliglich der Bestimmung von n Wa.br-
scheinliclikeitswerthen durch v Mittelwerthe (v <; n — 1) fiihrten,
wieder in Kraft.

Es gilt daher der Satz:

Der Verlauf der Wahrscheinlichkeitswerthe p./k inner-
halb der Vertheilungstafel einer aus n = r-s Gliedern be-
stehenden Doppelreihe von Varianten (a, bK) .. . (arbs) wird
durch die n — 1 Mittelwerthe
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€lq £r—i, o
£01 £il sr—ii i
£0.S-i £i.s—f ¢« ' . £r— I, «—1

vollstandig und durch die v— q'a— 1 Mittelwertlie (1 a
<(ris)

£10 - - |0
£01 ®H - - - £p-1,1
£0,G-1 £1,(7-1 ' ' £p-1,<J-1

mit mehr oder minder grof3er Anndherung bestimmt.

Den Mittelwerthen « und e2, welche das Minimum an Be-
stimmungsstiicken fiir einen, aus nur einer Variantenreihe bestehenden
C.G. darstellen, treten somit bei einer Doppelreihe von Varianten die
Mittelwertlie £)0, 601, ett, €20, £04, sn, £12, £si zur Seite.

Der mittlere Fehler, der bei der Bestimmung von £?+° aus m
— Exemplaren des C.G. zu befirchten ist, l&sst sich in der-
selben Weise wie der mittlere Fehler von tv berechnen und ist gleich

,4O+20 ,,20+20
V fcﬁp, 0 - 0 60,

wobei jedoch die wegen der Endlichkeit des m corrigirten Werthe
von e”ofio UQd £)+" vorauszusetzen sind.

Die Correction von wegen der Endlichkeit des m wird &hn-
lich wie diejenige von ev in folgender Weise gewonnen.

Es mdge sich der hei endlichem m beobachtete Werth pyj,
welcher der Variante (ax, b") zugehort, fur unendlich grofRes m auf
die Gesammtheit der denkbaren Varianten so vertheilen, dass der
Bruchtheil p)x + y!U, auf die Variante (ax+/u, b-/+v) féllt. Dann ist

= 1 und man kann
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vit'= K= [ty - hf (61)

setzen, wo die Summation Uber alle mit dem Systeme denkbarer
Varianten vertraglichen Werthenpaare u, v zu erstrecken ist. Nun
tritt an Stelle von

PxK — cf{h — dFf
die Summe

JmdPIA - Yfiv[ax+fi, Cfi{b)*v  djt .
pv

Dieselbe lasst sich, da ax+fl — ¢ — (axtlLl — aj + (&K — c¢) und b+,
— d— [%+v — b}J + (bx — d) mit Berucksichtigung von (61) in die
Form

Ait )N7aK -« + (I)vto-Kh - d)

+(i) k - C)[h - d)+e m+k -cm - d°}

bringen. Es wird somit, wenn (spa) den corrigirten Werth Spa be-
zeichnet.

(*po)P+flr = "YuvK+u — ¢)?(bxtv — df
yX  {iv

=<m;+(l) ~ (62)

Dies ist die Oorrectionsformel fur jedes Gesetz, welches die
Vertheilung der bei endlichem m gefundenen Wahrscheinlichkeits-
werthe pxX auf das System der denkbaren Varianten bei unendlich
groBem m in Uebereinstimmung mit (61) regelt.

Bezieht man die Mittelwerthe e™- auf das durch die Bedingung

— ¢ = ~dpy.rh —d) =0
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definirte Werthenpaar (e, d), so dass et0 = ell =0, und setzt man
— was wohl als annehmbar gelten darf — in diesem Palle

+"'—  eQ+a
%W m

so wird

| > eQ+a \

-U /ff\ e?+06-2 ,3
* \2 /b-"a 2cC°2 - * cta 1
Insbesondere ist

(®lo) ®10 ®5 (@on ®01 o,

Dabei ist zu beachten, dass die Annahme, auf der die Formel
(62a) beruht, ebenso zu begriinden ist wie die friihere, welche zur
Ableitung von (25a) aus (25) fuhrte.



