Die Theorie der Collectivgegenstande.

Von
Gottl. Friedr. Lipps.

Mit 6 Figuren im Text.

I11. Eigenschaften der Mittelwerthe.

§ 1. Ungleichungen fur die aus den symmetrischen
Grundfunctionen gebildeten Mittelwerthe beliebiger
reeller, absoluter GroR3en.

Wenn die O. G. durch Mittelwerthe charakterisirt werden sollen,
so ist es unerlasslich, sich Uber die Eigenschaften der Mittelwerthe
zu orientiren.  Ich beginne mit der Ableitung von Ungleichungen,
welche fir die aus den symmetrischen Grundfunctionen reeller, abso-
luter GroRen gebildeten Mittelwerthe allgemeine Geltung haben.

Durch «J, a2 ...a, mogen n reelle GréRen dem absoluten
Werthe nach bestimmt werden. Sie sollen nicht alle einander gleich
sein, so dass es einen kleinsten Werth «, und einen hiervon ver-
schiedenen grofiten Werth an gibt.

Entwickelt man nun das Prodmt

x—ax). x—a2 ...[x—a,)
nach Potenzen von X, so dass
xn — (iy xn~x -{- Xx*~2—1mdza,
fesultirt, so werden durch
%:al+a2+|1|+an

= >>r «2 + ffl ¢ «3 W) h «m—1 + O» /)1

clyi Xl ¢ o2+ o (XFi
Wunat, Philos. Studien. XVII. 31
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die symmetrischen Grundfunctionen von au a2 ... «, dargestellt
Setzt man ferner

n'Bi —@ ==ai +a2+ 1+ an,

nin—1) 2

-t 2 “l—azZ—al'xk+al'«3+ v 4+«H-1'U,,

Pn an—(vo...

bringt man also die Gleichung «den Grades, deren Wurzeln «l( a
...a, sind, in die Form

oMl —  j Bt xn-" -j- D < + o

so dass allgemein fur *=1,2. . . n

In\ j
I’fi— =ai '«
WO
(M nin—21)...n—i+1]
1x7 102, .. !

so sind Bt, B2 ... Bn die aus den symmetrischen Grundfunc-
tionen gebildeten Mittelwerthe von al} «2+++ «on

Sie sind in der That Mittelwerthe. Da namlich ai der kleinste
und «n der groBRte von den gegebenen Werthen ist, so ist

(H)/\> (H)H>* IIlId
oder fur *=1,2...>».
«l < RBi <<<n 3)
Insbesondere ist RY das arithmetische und Rn das geometrische Mittel
der gegebenen GroRen.
Nach einem bekannten Satzel) ist das arithmetische Mittel reeller
absoluter GrolRen stets groRer als das geometrische Mittel der nédm-

1) Von der Richtigkeit dieses Satzes Uberzeugt man sich leicht in folgender
Weise. Es sei

. 1, -1 -
An—-l—n —1 ™ + a2 - hcen—l); Gn—Il — 1/ «je«Z. .. «m—li
An = o (€ F+''+ ) = - An—1-f- W;

Gn:Y al *«2 ¢ 0t «»—V @n—{ ‘«n;
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lichen GroRen, und nur dann, wenn die GroRen alle einander gleich
sind, erhalten auch die beiden Mittel denselben Werth. Es ist daher

=, Dann ist aber auch fur die j Prodncte von der Form

«J. «2 v 1+ «i> deren i Factoren auf alle méglichen Arten der Reihe
ai: a:..1an zu entnehmen sind, das arithmetische Mittel groRer als
das geometrische Mittel. Das arithmetische Mittel ist nach (2) gleich

B\. Das geometrische Mittel findet sich gleich der (.jten Wurzel

des, aus den Producten von der Form of + «2 ...« gebildeten

Gesammtproductes, das aus i1 Factoren besteht und jedes Glied

7R —

“Aten Potenz enthilt. Da nun

die 1™jte Wurzel aus der Jjjten Potenz einer Zahl sich auf

die nie Wurzel aus der *ten Potenz eben jener Zahl reducirt, so
erhdlt man flir das geometrische Mittel den Werth

P/(rzj TUT T Choli— en
Demgemal8 ist fir z=1,2. . .n—1

$= Rn oder Bi = Rn 4)

Es gilt sonach der Satz: Bringt man eine Gleichung raten Grades

Denkt man sich nun die Werthe «|, «s+++ ««—I beliebig, aber fest gewahit,
wahrend c» variabel ist, so erreicht die Differenz An — Qn als Function von an
betrachtet ihr Minimum fir den Werth

an = On—:
In diesem Falle ist

on n_l (An—l-— Gn—).

Somit bleibt An— On durchweg positiv, wenn An—1 — On—I durchweg positiv ist,
und es kann nur dann An = GW werden, wenn zuvor An—l = On—I+ Es ist aber

AZ_OZ_ I (V «—V «2)'

durchweg positiv und nur dann gleich Null, wenn «l = «2. Somit ist auch
43—063, A4—04. ... An—On durchweg positiv und nur dann gleich Null,

wenn «, = «2 = «3 =, ,.=<<>>.

31~
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mit reellen positiven Wurzeln, die nicht alle einander gleich sind jn

die Form
= — (*) Bi x|~ + (g) Bl xH~2-------- +=Rl=0

so ist
Bl ™ Bn1 Bl Bnit Bz RBn!ov v Bn=1 ™ Rne

Sind aber die Wurzeln dieser Gleichung sé&mmtlich reell und
positiv, so gilt bekanntlich dasselbe von den Wurzeln der Gleichungen
die man durch successive Differentiation nach x erhdlt. Diese

Gleichungen sind

®"- — (" Y1) Al x1-2 + (* ~]j BRI x*-s----- + fifi =

XN~) — (n—2) Bl x*~i + IR X'~4--—- +fill=0

X2 — 2Bx X -}- Bl — O,
Es ist daher dem angegebenen Satze zufolge

Bl i Bn—l: Bl fi>Bn—L) « 1+ Bn—2  Bn—is
i3l Bn—27 B2 BRn—27+11RBn=3 Rn—2:

Bl B> R% 1
Die Zusammenfassung dieser Ungleichungen fihrt im Verein mit den
Ungleichungen (4) und (3) zu folgendem Satze:

Berechnet man aus den symmetrischen Grundfunc-
tionen der reellen, positiven GroRen ax, a2...an, deren
kleinste e, und deren grof3te an ist, die Mittelwerthe Ru [
+++ Bn, oder bringt man die Gleichung nten Grades

XN — av x**-1 -f- a2 Xn~2--—----- +=*+a, =0,
deren Wurzeln er,,a2 ... an sind, in die Form

Xn— () BLx>'~" 4+ 17%) Bl Xo'=2---nmm- +*Bn =0,

S0 ist

K>S > >eee= n-1 = [in >«1 (5)
Und es sind nur dann zwei auf einander folgende Mittelwerthe gleich,
wenn sie alle einander gleich sind und die Werthe a,, «+++a"
insgesammt Uhereinstimmen.
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Auf Grund dieses Satzes lassen sich weitere Ungleichungen auf-
stellen, die ebenso wie (5) Eigenschaften der aus den symmetrischen
Grundfunctionen reeller, positiver Grofien gebildeten Mittelwerthe
oder — mit anderen Worten — nothwendige (aber nicht hinreichende)
Bedingungen dafiir, dass die n Wurzeln einer Gleichung nten Grades
alle reell und positiv sind, angeben.

Zu diesem Zwecke leite man aus der Gleichung

U TR @ X ] [— + Rl = (6)

mit den Wurzeln «,, an neue Gleichungen ab, deren Coeffi-
cienten bestimmte Functionen von Ru 2. 11R3n sind und deren Wur-
zeln insgesammt reelle, positive Werthe erhalten, wenn at, a2 ... an
in beliebiger Weise dem reellen, positiven Zahlengebiete entnommen
werden. Hat namlich eine solche Gleichung den Grad r und wird
sie in die Form

* x'-"+ (g Bl - +=Br=20, M

gebracht, so ist
-=>Br.

Diese Ungleichungén bieten aber, da i?,, Bl... Bl Functionen von
3t, 32+ ++ Bn sind, neue Beziehungen zwischen den R dar.

Soll z. B. die Gleichung (7) die reciproken Werthe von | a2
11, un zu Wurzeln haben, so ist r= n,

=0 ., D»l _ Bl s 1

¢ Bn-1 — --n, #
Pn

Bi

und aus  )>i?2 =+ = Bn folgt

Andererseits ist, wenn (7) die Comhinationen at ' a2; «1+ «3; + + ©1—1» «»
*u Wurzeln haben soll,

n(n— Lo ~n, B N )
“T7o—m . Bi=BL; Sn(n—1) —6 [iNBiRl — (n — 3)/7[];
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so dass aus Br = Bt die Ungleichung
&=3«> -D)-6™MBiF—{nh—3 ™ )

folgt, wo 4nfx(B, O [n— 3) Bt, da B\ nicht negativ werden kann.
Tst die Gleichung (7) so beschaffen, dass ihre Wurzeln ins
gesammt reell und positiv sind, wenn die Wurzeln von (6) positive
oder negative reelle Werthe darstellen, so erhdlt man aus A  -B2>
+ ++ = Br nothwendige Bedingungen fir das Vorhandensein von n
reellen Wurzeln der Gleichung (6). Beispielsweise hat die Gleichung

—{® 2@'@" 2'(s)' ()"™*A 2'(0) "l

+ ek A =0

die Quadrate von al} o% ... an zu Wurzeln. Es ergibt sich somit als
nothwendige Bedingung dafur, dass die n Wurzeln von (6) reell sind,

n{n-\){n-2) miot-1)(«-3) Wiw-3)(to-A)"_ (*3)(tz-4)(w-5)"
6 10 60

>

8 2. Ungleichungen fur die aus Potenzsummen gebildeten
Mittelwerthe beliebiger reeller, absoluter Grolien.
Es mogen, unter Zusammenfassung etwa vorhandener gleicher
Grollen, %x GroRen z2 GroRen «2 +++ xn GrolRen a, gegeben sein;

und es sei m — xi + "2 + v+ 4~ ~n\ 0 <C ai ft2 : a™
Setzt man nun

>1 = ' =
) P2 m Pn m’

so bestimmt die reelle (bei geradem v dem absoluten Werthe M
genommene) v-te Wurzel der Potenzsumme:

g8 =P\al +P2a2 + "Il + Pnen db

™M
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den Mittelwerth r-ter Ordnung fur jeden positiven und
negativen ganzzahligen Werth v. Demgemé&R ist fur positive
Indices:

Ev =~ Pi «l + P2«2 & +++ + Pnan

und fir negative Indices:

= |/P\CITV + P2a2V + + "' "' + Pn<y-n/

oder in anderer Schreibweise:

wahrend e0 = 1 fir s0 jeden Zahlenwerth vorauszusetzen gestattet.
Da «j <2 <<+ <C ««, so ist fur positive Exponenten

«l<«2< U <«’”
dagegen fir negative Exponenten

I>«r>vne >
Mithin ist
(Pi +— «vv o+ p,id)«sT =PX«i + +vv = Pn<*n = {Pt + .+ -+ Pn)«m;

P\ &+ v11 + Pn)(*7V 7>P\a7V + v« +Pn<*n’ 7> (Pl + """ + Pn)«» V)

sodass, da pt +p2 + +++ +Pn =1 die Ungleichungen

Cfr 7> v IT-* ] v <~7

gelten. Die Werthe e, sind somit (fir positive und negative Indices)
in der That Mittelwerthe. Insbesondere ist £, das arithmetische
Mittel der gegebenen GroRen.

Es ist ferner

(pi «1 -f----- hp,,«*)«i <Jh «i+1H------ HIPyO+1  =mm-- TPn«») «»

oder
Vi << ent+] << (1")

fur jeden (positiven oder negativen) ganzzahligen Werth v. Ist nun
ai O 1, sodass alle « groRer als 1* Tnd, so ist um so mein-

v |
«V By-j-1 1
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Ist hingegen «,,<1, so dass alle a kleiner als 1 sind, so ist um so mehr
rtl - v

Die Mittelwerthpotenzen

- — -1 ¥ 2 3.
...S_E, «2, e-1, 1, «, «2, &l...

bilden somit eine stdndig wachsende oder stdndig abnehmende Reihe
je nachdem die GroRen a sammtlich groBer oder sdmmtlich kleiner
als 1 sind.

DemgemaR bestehen zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Mittel-
werthpotenzen keine allgemein giltigen Ungleichungen. Solche Un-
gleichungen lassen sich hingegen fir die aufeinanderfolgenden Mittel-
werthe selbst nachweisen. Man bedarf hierzu des Vergleichs gleich
hoher Potenzen von Mittelwerthen.

Um beispielsweise e\ mit e? zu vergleichen, multiplicirt man

«d= « +i?22a2 + + + 1 + Pn<*l\
mit Pi -j- p2 -f- + + « -f-pn = 1, so dass
@ =Pl«? + Pi«2(«l + 6l) +p\R2 + +
sich ergiebt. Subtrahirt man hiervon
— Plal + 26pP2«i«2 —+ "52<2 4 + o+
so resultirt
« — ef = PiPi{ar — or2)2 +PI1P3 («i — «3)2 4+ *+ ¢ 1.

Da nun die rechte Seite dieser Gleichung aus wesentlich positiven
GroRen besteht, so ist stets

i <Cel; f£i<Ce (14)

und nur dann, wenn alle Gréfen « einander gleich sind, ist auch
g1 — 2. In gleicher Weise findet man fir die Werthe

A+4+ + 4
a7 Etﬂ

£i>e 2 (15)

die Beziehung
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Zu analogen Ergebnissen fiihrt der Vergleich der Werthe

o P7— (Pl«i+l + + .« 4+ PnU,+1
S+D__ (Piar + + . . +PnCclY+i
dnerseits und
T B T )
C-,\L(VH) = + 1+

««/

andererseits fur v=1, 2, 3 ...
Multiplicirt man die r-te Potenz von mit pt +p¥h + o
+ p« — 1, so erhdlt man durch Entwicklung der Polynome:

. AVAY N i i -f-D)x» .
_— y P%H Illl F’r>](n+|n , «iv+l)X| agv f-1)x

«v+1 ' 2
X\..y.n Xi.Xn y] m X,

C‘t;(v+l)
Pn'-"
wo die Summationen Uber alle Werthe x von 0 bis v, uber alle
Werthe 1 gleich 0 und 1 und udber alle Werthe p von O bis v+ 1
auszudehnen sind, die den Bedingungen

*1T + 7222 —+ .« - y-n =V
K+ + "+ k=1
+ft + ' "'+ Pn—V + 1
geniigen. Da es nun n Systeme /j, A2 ... In gibt, fir welche

N+ + eee+A4=71 (indem der Eeihe nach jeder A.-Werth
gleich 1 und zugleich jeder der dbrigen gleich Null sein kann), so
gehdren zu einem beliebig, aber fest gewahlten Systeme pu p2 ... Lim
stets n Systeme x1; x2 ... X,,, S0 dass xt h — Pi> x2 + A2 = « v,
*n + A, = j«,. Es sind dies die Systeme

Xj — P1 MLOX2 — A2 A2) L. XH — A,

Unter denselben treten solche mit einem negativen Werthe — 1 auf,
s°bald mindestens einer der Werthe ut, p2 ++ . pn gleich Null ist.
Man kann aber ohne Rucksicht auf dieselben in dem Summenausdruck

«£fil)r die Werthe xj, x2 . .. x» durch ut—'u /2 —A2, . .., ftn—A»
Hetzen, da bekanntlich

W\

Pl —X])! e Pn—Xijt 9
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wenn einer der Werthe /<, — Ix, p2 —hh _ _pn — Xn negativ ist
DemgemdR besteht die Differenz
(v+l)v r(v+l)

aus Gliedern von der Form

\ +1) (j<l— +
,a [t —Aj)!.\{. (fin— 1ny P1"- #P1 T B

.Przn « r a\r/]fAn )
Pl Pni1

Setzt man hier zur Abkirzung

— pfH-IKFUD | fthMz o+ D)

__ JVv+1)/G §V+|)(’\2—|) (v+1),U»
= Wi (X
N (M ) (fin=))

so lassen sich jene Glieder in der Form
~. —iPI'—- P'T\ [ (Pldl + /<2-4 + ++' + PnAn) — «i*...«r!
P\! «¢¢ pn! IV -f-1 1

darstellen. Es ist aber

~Njejo(f<la + Hemmmmmmmeeeen 1 PnA,,)

das arithmetische Mittel der px GrolRen Ax, p2 GroRen A2, 111
iil GrolRen An, da pi -f- p2 d-11+d~pn=vd-1 Ferner ist

Jui, «582.“ QJan
das geometische Mittel der ndmlichen GroRRen. Denn es ist

44 AS)... AS"
— (fVDHDT-( D «2(r+l)(v+l)jU2—(r+|),«2 aﬁv+|)(v+i)M’>—(V+|)|WW
— << «W... Wt»)|+l

so dass
I« =WIAT ASL A

Und dies gilt unabhéngig davon, ob die eine oder die andere der

Anzahlen px, p2 11. pn gleich Null oder nicht gleich Null ist, wenD
nur pi +pP2+ 111 +pPn—v+ 1 Da aber das arithmetisch
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Mittel endlicher absoluter GréfRen stets groRer als das geometrische
Mittel der namlichen GroRen ist, so besteht die Differenz

JH-v »(»+1)

aus lauter wesentlich positiven Gliedern, die nur dann, wenn «, = «2
an ist, insgesammt gleich Null werden.
Es ist somit
ef+l) < 471)V, h < w+ (16)

fir v=1, 2, 3... und nur dann, wenn die gegebenen GrélRen au
«2 ... au alle einander gleich sind, ist ev = e,+i
In derselben Weise findet man, dass

£1;(V+]) == S=t—-1)V;, 6-v=Ffi-r-I a7

firv=1, 2, 3... und dass nur dann, wenn «i = «2 — 1+ =
auch
Ueberdies erhalt man aus

«1 Pl«l +T32«2 + + ¢+ + 4+ ihtR«
Pl B &
«1 «2 «»
durch Multiplication
fleell =pl +pi + v+ 4+ p» + P1P2 Bt o+
= 1 +
«2 «1«3
so dass
fjrel{f=1 oder ft=ei. (18)

Aus (16), (17) und (18) folgt in Verbindung mit (12) die Er-
kenntnis:
Bildet man aus den Potenzsummen reeller absoluter

GroRen, deren kleinste und deren grofdte «, ist, die
Mittelwerthe «1} £2, g3+ .+; £-t, £-2, £31. S0 ist stets
d<ini<go<<*]l<<d<<Q<<r11vane (19)

Da hiernach die Mittelwerthe mit wachsender positiver Ordnungs-
zahl immer groRer und mit wachsender negativer Ordnungszahl immer
kleiner werden und dabei zwischen den endlichen Grenzen at und an

~geschlossen bleiben, so besitzen sie eine obere und eine untere
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Haufungsstelle. Diese Stellen werden durch a,, und al bestim

Denn aus n;t

folgt zunadchst unter Berlcksichtigung, dass die aus den ~-Werthen

gebildeten Quotienten endlich und die Briiche Ui i (f
«i«2 v «iio» der Uber die a getroffenen Bestimmung zufolge
kleiner als 1 sind, fur unbegrenzt wachsendes v

lim bv — p>\cen lim =p* 1V

V—Qo r=Q0

Daraus ergibt sich sodann, wenn der echte Bruch pn gleich
1 — 7 und der echte Bruch PI gleich 1 — 0 gesetzt wird, mit Riick-
sicht auf

Vpn — 1 —
—V
Vpi =1+ —+ 0 H--mm-
\Y%
flr unbegrenzt wachsendes v
limev—a,; Ilimé , =af. (20)
V=ccC v=ao
Dieser Schluss ist indessen nur dann bindend, wenn — wie
vorausgesetzt wurde — die Werthe von au «2. .. an endlich sind.

Wachsen dieselben Uber alle Grenzen jedoch so, dass ihre Diffe-
renzen endlich bleiben, so erhalten die Briiche cfl :an.. . «, i:aH
«i e« vrk, e, den Grenzwerth 1 und eine bestimmte Haufungsstelle
ist nicht mehr angehbar.
Aus den abgeleiteten Beziehungen folgt, dass jeder einzelne der

Briche

CEri £ £g

e-2' E-i' «i' el
groBer als 1 ist. Fur die Werthe von je zwei aufeinanderfolgenden
Brichen l&sst sich aber keine allgemein gultige Ungleichung aufstellen,
da z. B. der Werth von
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je nach Umstanden positiv oder negativ und somit
— groRer oder kleiner als —
el f2

ist. Es ist hingegen stets

- 2 3

<<§ < «% Joder «2—,\<£3— .
ei
Um diese GesetzméRigkeit in ihrer Allgemeinheit zu erkennen, sub-
trahire man von dem Producte
é-elZXI=pU?+*+v+B«2+ll+v-t- . ..
+ lhlh («1 + «2+u+r + «2 » «i+,"+v) H------

das Product

eltZ 1 =pWNH +pia?+Hl+y + oo

PIPT vV = <2+Fl BI+]) 4+ ea e
Alsdann ist die Differenz
v eitutl — elZ + «I+; =PiPi ' 0} <4(a? — «") («I — «2) H------ (21)

positiv oder negativ, je nachdem die ganzen Zahlen u und v gleiche
oder entgegengesetzte VVorzeichen haben. Es ist daher fur jeden posi-
tiven oder negativen ganzzahligen Werth /.

AxJHy |+ 1i+V

I+n cA-F*u4*v
goav oder < TRV (21a)

ex ty+v

wenn von den ganzzahligen Werthen u und v jeder positiv oder jeder
Negativ ist; es ist hingegen
B Atjtt  At-Atty
er-eiZXKeiZ-exXl oder AUISN+H|EN, (21b)
"A Mty
wenn von den ganzen Zahlen ft und v die eine positiv und die andere
negativ ist.
Aus diesen, sich gegenseitig bedingenden Ungleichungen (21a)
Nnd (21b) resultirt unter Beriicksichtigung von (13) die Erkenntniss:

Berechnet man aus den Potenzsummen reeller abso-
uter GroRen, deren kleinste «j und deren grof3te an ist, die
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Mittelwerthpotenzen gjj «22, 3 «_-11, «=l, «3
ist stetsl)
-1- ,
ek 2 I «1 «2 &~
c(t r<C 2 i i <C 2 <C < « 22

£2 £1 1 £l £
Aus (21) ergibt sich insbesondere

ettl-e» ' bl = Caax77—a g (<< —«§)+ 1,
£2a —4* =PIP2 («1 — «2j2 +B"3 («1 — «D2 4+ 1 s
4 — 4" =mP2(ai — ai) +Pift(«i — an2+

sodass die Differenz
(42 — 4% (41— 40 — (kv — 4+ 4))
=PiP2 I PiPi {(«i' — «2) («1 — ai) — (al — ai) (a“ — af)}2 + + +1
aus einer Summe wesentlich positiver Glieder besteht. Mithin gilt
fur beliebige positive und negative Werthe u und v die Ungleichung
(4u— 40" (4; — 40> (411 — 4+ 4) (233)
Aus den, durch unmittelbares Vergleichen gefundenen Eigen-

schaften der Mittelwerthe ev und der Mittelwerthpotenzen 4 konnen
weitere Ungleichungen in folgender Weise abgeleitet werden.

1) Aus dem angegebenen Satze folgt:

g i I -1

r |¥_J<§+| - wenn e\> ,
ev-\

V_l ®r+l ~

—_ > , wenn 4<eJ_T,
F-1

so dass im ersteren Falle

RY L~ Pv+l, <)< pr+

N/ +1
und im letzteren Falle

v_ ol v (CT-0<CT-<.
*ri v—1
v—I1

und somit in beiden Féllen

eF_T_j[ +4-T=2" £y
was Ubrigens ohne weiteres aus ay+i + «* 1 = 2ax durch Multiplication mit f>
und Summation von x = 1 bis x = n sich ergibt.
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Man bezeichne die % Groflen «j, Grofen «2...%n GroRen «,,,
deren Gesammtzabl gleich m ist, voriibergebend durch a’, a", a™... «(m)
und erzeuge aus denselben die Reihe der Groflen Alt A% ... A,, so

dass erstens jedes A reell und positiv wird, wenn die « in beliebiger
Meise dem reellen, positiven Zahlengebiete entnommen werden, und
zweitens die symmetrischen Functionen von Al, A2 ... Ar zugleich
symmetrisch bezlglich a, a", a" ... am sind. Alsdann gelten fir
die aus den Potenzsummen der A gebildeten und durch

definirten Mittelwerthe Et die bereits gefundenen Ungleichungen. Da
aber die Potenzsummen der A symmetrisch bezuglich a“, a"...«W
sind, so sind sie durch die Potenzsummen der a und somit durch die

Werte sv ausdrickbar. Man erhalt daher neue Ungleichungen fir
die Mittelwerte ev.
Setzt man z. B.

50" dass

so wird

und man erhalt auf Grund von
+<C-®-2 = E_i<cEi = Ei <(C* -+
By jpH-i

die Ungleichungen

und fur jedes positive oder negative ganzzahlige v:

@25
~omit sich, da EI wesentlich positiv ist, die Bedingung
Al
Qu<£.'1Vm; €-v<"£-2y 1 Vm 26

jedes positive ganzzahlige v verbindet.
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WaéhIt man ferner die Producte von je drei Gliedern

. de
Reihe «, a a™ 1+ +cd) als Werthe A, so dass aus gt
m(m — 1)(to — 2) o w
1-2-3 ., F1Ev=(«-a"1a"yV-|--—--—-
so sind in die Ungleichungen
o ez 2<j? l<<el=<—e2<< ...
(27)

Tov—1 ™ TV
) ~r-1 -&V
die Werthe

nffy 03v 3to ot 2 d
W ~~ (to—I)(to—2)e" — (to—1)(to—2) £2V’£r + (to—1)(to—2)f3v (274

einzusetzen. Sollen hingegen die to(to— 1) Quotienten von je zwei
Werthen a", «"v.cd”) durch A,, A2 111 Ar dargestellt werden,

so werden die in (27) einzusetzenden Werthe bestimmt durch
T0 - 6y
N v O—
e.-= m (27h)

Andererseits resultirt, wenn man die A aus den Quadraten der

\m(m — 1) Differenzen (cd — «"); («' — «™); (@"—«™) + v

bildet, fur positive ganzzahlige v

so dass
270 : o
01 r2—E) <N (@ —aej«i+34)
—— (4 — 64 +1561¢i-104) <

ej-4efo+3ej 4-66"+15"4-104

d—4 «  4€3 +m3f2

Der Vollstandigkeit wegen sei noch erwéhnt, dass aus jeder, »uf
diese oder &hnliche Weise gefundenen Eigenschaft der Mittelwert®
Ey eine entsprechende Eigenschaft der aus den symmetrischen Grund'

functionen von a", gebildeten Mittelwerthe (i,
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abgeleitet und zugleich als notwendige (aber nicht hinreichende) Be-
dingung dafiir, dass die to Wurzeln einer Gleichung TO-ten Grades
alle reell und positiv sind, gedeutet werden kann.

Bringt man namlich die Gleichung TO-ten Grades, deren Wurzeln
die to reellen, positiven Werthe a!, a", a™ ... a(m sind, in die Form

af — (WA L+ +62=0, (%0

so konnen die s durch die B und auch die B durch die e mittelst
der Newton’schen Formeln ausgedriickt werden. Diese, die Potenz-
summen der Wurzeln einer Gleichung mit ihren Coefficienten ver-
knipfenden Formeln lauten, wenn an Stelle der Potenzsummen die
s-Werthe und an Stelle der Coefficienten die 3-Werthe gesetzt werden:

£i—RBi—0
g2—metlx + (to— DR\ =10
—TO£2ft + del— (W2 1dp~==0

oder allgemein fur jedes positive ganzzahlige v.

wo far to die Glieder, in denen Bm+i, Rm+2- 11 auftreten wirde,
von selbst wegfallen. Fur negative Indices gilt entsprechend:

gesetzt wird. — Bleibt die Eigenschaft der £-Werthe, aus der die Be-
dingung fir die /?>-Werthe oder fiir die Coefficienten der Gleichung (30)
abgeleitet wird, bestehen, wenn die a positiv oder negativ reell sind,
so erhdlt man auf diese Weise nothwendige Bedingungen fiir die
Realitat der to Wurzeln von (30).

Wundt, Philoe. Studien. XVII. 32
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§ 3. Abhéangigkeit der aus Potenzsummen gebildet
Mittelwerthe absoluter GroRen von den GrofRenstufen

«<i, «2 1. ««m

Aus der Ungleichung (13) folgt fir jedes positive, ganzzahlige ,,

N VTN dm VESHT (33)

Es liegt somit ev+i, dessen Werth nach (16) groRer als derjenige von
sv ist, zwischen ev und dem geometrischen Mittel aus an und dem
y-fach gezahlten ev; entsprechend liegt e ,, zwischen e_ v+l und dem
geometrischen Mittel aus «, und dem [v—I)-fach gezéhlten e_,+1.

Allgemeinere Bedingungen, welche die Ungleichungen (13) und (33)
in sich fassen, erhdlt man in folgender Weise.

In dem Systeme der i + 1 Gleichungen

Pul  +P22 + '+ +pnan ==«

Pi + B«2+* 4 v + pnan+u = )¥p

pial T8 | p2«2+2* 4 .1+ PnOpH2l =— U2t (34)

Pici+> 4 P2«2+> 4 ! ' + PnUn+tfl ~ = 03fs
wo Vv eine positive oder negative, u eine positive ganze Zahl bedeutet
und i gleich 1, 2, 3 ... n sein kann, multiplicire man die beider-
seitigen Glieder der ersten, zweiten . .. i-ten Gleichung mit yt und

subtrahire die entsprechenden Glieder der unmittelbar folgenden
Gleichung. Man gelangt so zu dem Systeme der i Gleichungen
Pi«l (yt — at) + p2a\ {yt—«f) + ++1 = yti1s\—
Pi«itu {yt — at) + p2ul+l*{yt — «5) + 1+ = yt1elZ — «3S

Mit den Gleichungen dieses Systems verfahre man in &hnlicher Weise,
indem man die Glieder der i—1 ersten Gleichungen mit yt multi-
plicirt und die Glieder der jeweils folgenden Gleichung subtrahirt.
Man erhalt alsdann die i—1 Gleichungen
Piul {yt — at) {yt — at) + p2al (yt — at) {yt — «E)+eee
=yt yt1 £ — {yt + yt)elZ + «A
pi«i+" {yt — at) {yt — at) + p2a™{yt — at){yt -<#)+mmm
=ytiyt-slZ — {yt+ yt) & + «»*
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Durch die Fortsetzung dieses Verfahrens, durch welches der Reihe
nach die HilfsgroRen y$ 111 yt eingefihrt werden, gewinnt man schlief3-
lich die Gleichung

Piallyi — «i) ... {/i — a") + p~aliyi — «E)eee [yt —o02) + -1 g

=08 — Gt ByfieT ™ 2 BIY —  — MR )
wo durch Ct, C_i ... Ui die symmetrischen Grundfunctionen yon
yu y2 1+ Yi iu der Weise bezeichnet werden, dass
(f —«)(y2 —a) ... (yff—a) = G— Cy-ia + C,-2a2 — +++ 0z

Nun kann man die HulfsgroRen yf, ya . .. yt dem Bereiche der
reellen, positiven Zahlen so entnehmen, dass von den n Producten

PXt«* (yi' — «*)oee (Yi —«Oi y.=1,2...n
entweder keines positiv oder keines negativ wird. Dann wird, wenn
nicht alle Producte gleich Null werden,
Biv e Bicivofifiop + o ¢ Ly
entweder kleiner oder groRer als Null. Dies lasst sich insbesondere
dadurch erreichen, dass man yy, y% 111 Yi aus der Reihe der Werthe

, «2 .. .un mit Ricksicht auf die Voraussetzung « << c2 <<. ..
O con wahlt.
Setzt man zunachst i = 1, so findet man

— al) + P2a2{yi — «?)+eee+ Pnttniyi — an)
far yy — an positiv und fir yt — ay negativ. Es ist daher
«C.Si — 4+T =0 «lv  — siv; < O, (36)
woraus fur jr==1 die Ungleichungen (13) und (33) sich wiederum
ergeben.
Far 1= 2 fernei; wird
Pl (/I —«l)(y2 —U#) + 1+ +Pnanfy\  Ctn)y2  Un)
positiv, wenn yy = an, y2 = i oder wenn yt = at, y% — ct2, hin-
gegen negativ, wenn yy = ctn, y2 = cty. Es ist folglich
«it v ctn-\ ¢« Sy —(ft« + a«-i) + svp + =0, |
of vz + 61 — (of + of) +«SS =0, (37)
ai va(( + Sy—(cy +ctn) e+ +er+t2p <CO1J

32«
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Dementsprechend ist auch fur i = 3, 4 ... n—1 einerseits
Ctrev — elZ+---xeXN> o, (38a)
wenn die Werthe y2 v in beliebiger Reihenfolge mit den
Werthen «», «» i ... B» ,+i oder mit den Werthen a,,,
a.i—tjs, ofi, u2 oder mit cfs, o»—" ... cp— + «4 oder mit aB)
«»-1 ... «n-t+7, «i ... ae u.s. w. Ubereinstimmen, und anderseits
Ci.f; — cNi+«SS+ 14+ «3y <o, (38h)
wenn die Werthe yu y2 111 7> den Werthen au «» , ...oal [+
oder «l; «2, a3, an ... an_/'+4 oder a? ... as, an ... a»_,+6 oder
a, ... a7, a» ... a»_,+8 u.s. w. gleich gesetzt werden. Denn es

besteht alsdann die linke Seite der Gleichung (35) im ersteren Falle

aus wesentlich positiven Gliedern, da die nicht verschwindenden Pro-

ducte aus positiven und einer geraden Anzahl negativer Factoren

zusammengesetzt sind; im letzteren Falle dagegen aus wesentlich nega-

tiven Gliedern, da jedes nicht verschwindende Product aus positiven

und einer ungeraden Anzahl negativer Factoren zusammengesetzt ist.
SchlielRlich ist fur i — n

Cn«] — <T» i + C*-2eltl;-—-- + <A =0, (39)

wenn die Werthe , y2 . .1 yn in beliebiger Folge den Werthen
at, a2 . . . a» gleichgesetzt werden. Denn es werden alsdann sémmt-
liche Producte auf der linken Seite von (35) gleich Null.

Die durch (34) definirte Reihe von Mittelwerthpotenzen

el, eit; mm w+> ist somit fur i =1, 2, 3 ... n—1 mittelst
der Ungleichungen (36), (37), (38) und fur i — n mittelst der
Gleichung (39) an die GroRenstufen at, a2 + gebunden.

Fur v— 0, u =1 ergibt sich insbesondere, dass in der Reihe
der Mittelwerthe €2 . .. e,_i jeder Werth durch die vorhergehenden
und die GroRenstufen a auf gewisse Bereiche eingeschrénkt wird,
wahrend «», entl ... £ i, « 2 ... vollstdndig durch et, e 111 s«-|
und «!, « ... bestimmt ist. Beispielsweise mdgen die ganzen
Zahlen von 4 bis 15 als GroRRenstufen a angenommen und ihre Haufig-

keiten « durch die Vertheilungstafell):

1) Entnommen aus: »Experimentelle Beitrage 2ur Untersuchung des Q&
déchtnisses« von G. E. Muller und F. Schumann: Zeitschrift fiir Psychologie
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a 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
z 1 12 13 16 7 4 4 4 1 0 1 1

bestimmt werden. Die Berechnung des arithmetischen Mittels er-
gibt «i — 7,4. Auf Grund dieses Werthes liefern die Ungleichungen
(37) die Bestimmung 47 <« <<81. Die Berechnung fuhrt zu «1=59,2;
£, = 7,7. Mit Benutzung dieses Werthes gelangt man vermittelst
(38) fir i= 3 zu 460 <3 <<574. Die Berechnung lasst 4 = 523,9;
£3 = 8,1 finden. Dieser Werth gestattet aus (38) fur i = 4 die Un-
gleichung 4919 <<ej<< 6061 abzuleiten, wahrend der berechnete
Werth 4 = 5098; e4 = 8,4 ist; u. s. w.

§ 4. Die aus Potenzsummen gebildeten Mittelwerthe
reeller, algebraischer GroRen.

An Stelle der absoluten Grofen af, a2 ... an sollen nun al-
gebraische GroRen au «, ... a,, die positiv oder negativ oder theils
positiv, theils negativ sein konnen, vorausgesetzt und auf den belie-
bigen, positiven oder negativen Ausgangswerth b bezogen werden.

Es seien demgemal Abweichungen at — b, z2 Abweichungen
« — b, ...%n Abweichungen an —b gegeben, so dass m = zt +
St Px=mt ) P — v Pn—%n+  Und mit

Ricksicht auf die algebraischen (nicht absoluten) Werthe % — b

<«@—h<<vivr<<an—h.
Bildet man nun die Summe

el =Pi(<h — by + 22 — & + 1+ +Pn(an — b)v, (40)
so kann sv nur flr positive, ganzzahlige v in jedem Falle -als
Mittelwerth in Anspruch genommen werden. Denn fir negative
Werthe — v wird eZ\ unendlich groR und mithin e r = 0, wenn b
mit einem der Werthe |, #2 ... an zusammenfallt, so dass in
diesem Falle von den Werthen pt, p2 ... pn unabhéngig und zur

und Physiologie der Sinnesorgane; VI, 1894; S. 269. — Die Werthe a geben an,
wie oft eine gegebene Silbenreihe durchlesen werden musste, um sie auswendig
hersagen zu kénnen. Die Anzahlen » bezeichnen die Haufigkeiten der Beobach-
tungswerthe a.
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Bestimmung dieser Werthe nicht verwendbar ist. Es gibt femer

fur negative, ungeradzahlige Werthe — 2v — 1 stets solche zwischen
at und an liegende Werthe b, fiur welche e~llzZ{ — 0 und mithin

£_2¢ i unendlich gro® wird. Fur positive Werthe 2v und 2v -p j
hingegen liegt eiv stets zwischen dem kleinsten und dem gréRten der
absoluten Betrdge von ea—b, a2 —b ... a,, — b und «2,+i zwischen
% — b und an — b. Es wird somit durch e, fUr jedes positive
ganzzahlige v ein auf b als Ausgangswerth bezogener Mittelwerth
dargestellt. Derselbe ist fur ein ungerades v positiv oder negativ
je nachdem die Summe (40) positiv oder negativ ist; fur ein gerades
v hingegen ergeben sich aus der, nunmehr stets positiven Summe (40)
zwei entgegengesetzte Werthe =+ ev, deren absoluter Betrag durch ev
mit Beiseitelassen der Vorzeichen bezeichnet werden soll.

a. Die Mittelwerthe als Functionen des variablen
Ausgangswerthes.

Setzt man furv=1, 2, 3 ...
y\ =pl@ —b—x)v + p2{fa2 —b—x)r + eee + pn{an —b —x)\ (41)

so ist yv der auf den Ausgangswerth b + x bezogene Mittelwerth
v-ter Ordnung. Die Entwicklung nach Potenzen von x fiuhrt zu

yl —ev— j6M}'x+ (2) ' 1 x2— mmm = X\ (41a)

so dass yy durch e, €2 ... ev und x vollig bestimmt ist. Der Mittel-
werth yv soll nun als Function von x betrachtet werden.

Um den Functionsverlauf anschaulich vor Augen zu stellen,
mogen die Werthe yv als Ordinaten und die Werthe x als Abscissen
eines rechtwinkeligen Coordinatensystems gedeutet werden. Dann
représentirt yv = < (x) eine algebraische Curve, die flr ein ungerades
Vv aus einem einzigen Zuge, fur ein gerades v aus zwei zur Abscissen-
axe symmetrischen Zigen besteht.

Fir v — 1 erhalt man die Gleichung der Geraden

yi =« — X, 142)
welche die Abscissenaxe im Punkte x — el schneidet und mit der
negativen Richtung der Abscissenaxe einen Winkel von 45° bildet
Die Ordinaten der symmetrisch verlaufenden Geraden, welche ™
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der positiven Richtung der Abscissenaxe einen Winkel von 45° bildet,

mogen durch
y = X — «t (42 a)
bezeichnet werden.

Rur v = 2 ergibt sich
W=z _—2siX X =¢ei—¢e + %— =)

oder, da e| — st (wie die Herleitungsweise der Ungleichung (14) in
§ 2 zeigt) durch die wesentlich positive GroRe

c2 = PiPiicti — +P\Pz(1 — «3F + 1o« - Pn-\Pn{an-1  an)

darstellbar ist,

yl = ¢ + [x—-ej. (43)
Die Curve y2 = 2{x) ist somit eine gleichseitige Hyperbel, deren
reelle Axe im Punkte X = et auf der Abscissenaxe senkrecht steht,
und deren Asymptoten die beiden Geraden

=g —X und Yy =X —ei
sind. Fur x = sx erreicht der absolute Werth von y2? mit dem Be-
trage ¢ sein Minimum.
Ersetzt man in (41) fur i— 1, 2 ... n
(@ — b — x)v durch {(«< — b — %) + («i — x)f

und entwickelt man nach Potenzen von «i — X, so gelangt man zu

\ " JAANREAN Iv\ v-2 2
y, —Sv — I plen-i« + |2]e»-2£l------

+ (P)(E — *){Ei-i — (“p 1)E-2fi + F 2 )e"-&f

+ ) (Bl=>r2{*1-*7}

+ («i — &)V
Far einen hinreichend grof3en absoluten Betrag von % — X darf man
demnach
yl = {ex-x)v{IH- (g) g —¢d
@ — X)
setzen. Geht man jetzt zu den Wurzelwerthen dber, so ist, wenn
die geradzahligen Indices 2v von den ungeradzahligen 2v 1 ge-
trennt werden,
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2v—2 f2—«d
2 (ei — xf

yZV = + («]_ —X) jl 4+ 2v— 1 f£2 — (45)
«l —Xx)

Demzufolge néhern sich die Werthe von y2r-\ dem Betrage £I __
und die Werthe von yZv den beiden Betrdgen dt (£t — Xx), wenn X
dem absoluten Betrage nach in positiver oder negativer Richtung
unbegrenzt wachst. Die Curven y%-\ = ¢p-\[xX) schmiegen sich
daher der Geraden y* = e\—x und die Curven yX = "2,{x)
den beiden Geraden vk = e — X und Yy = X — £t asymp.
totisch an.
Differentiirt man (41) nach X, so resultirt

Vi d —
R d))/(V viviel

y-iv-i = (1 — x) 1+

Es ist daher
(46)

Da nun fir ungerade Indices 2v — 1 der Differentialquotient

dy-2v-i __ _ [yiv-2\2v~2
dx \ «/2v-1 /
stets negativ ist, weil die (2p — 2)te Potenz einer reellen GréfRe stets
einen positiven Werth hat, so nimmt y2v~i standig ab, wenn X die
Werthe von — oo bis -+ oo durchlauft; y2~\ erhalt daher jeden
reellen Werth, also auch den Werth Null, nur einmal; d. h. die
Curve yX-\ schneidet die Ahscissenaxe und jede zu der-
selben parallele Gerade nur in einem Punkte. Im Schnitt-
punkte mit der Ahscissenaxe wird der Differentialquotient unendlich
grof3, so dass die Tangente senkrecht auf der Ahscissenaxe steht.
Zugleich tritt die Curve von der einen Seite der Tangente auf die
andere; der BerUhrungspunkt ist daher ein Inflexionspunkt. — Da

ferner fur gerade Indices 2v

dy-iv__ _ /yiv-i 12%"
dx \yyv )

so bleibt fir positive yZv der Differentialquotient negativ, so lan#6
y2>-i positiv ist, und er wird positiv fir negative Werthe von y»-1'
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Umgekehrt ist es fur die negativen 2/2v. Die beiden symmetrisch zur
Abscissenaxe verlaufenden Zweige der Curve 2 = cplv(x) nédhern
sich daher, wenn x von — 00 bis zu + oo anwéchst, zunachst der
Abscissenaxe stdndig, bis sie fur den Nullpunkt der Curve «2v-i den
kleinsten Abstand mit einem bestimmten endlichen Werthe erreichen,
um sodann sich wieder in &hnlicher Weise von der Abscissenaxe zu
entfernen. Die Curve i/&v bleibt daher der Abscissenaxe fern
und schneidet nur diejenigen Parallelen zur Abscissenaxe,
deren Abstande von der letzteren dem absoluten Werthe
nach das Minimum der absoluten Betrdge von /& uber-
steigen, in je zwei Punkten.

Wird wie Ublich der absolute Betrag einer algebraischen GroRe
a durch \a\ bezeichnet und

4—Pi 1 1%—b—x\v+p2 1\a2-b—x\v+- 1 -+pn-\an—b—x\ (47)
gesetzt, so ist fur jeden endlichen Werth von x [nach (19), § 2]

Z1I=C62<=C063< . . *.

Es ist nun — wie aus der Definitionsgleichung (41) unmittelbar folgt
— fur jeden Werth von x

—
Es ist ferner mit Ricksicht darauf, dass at —b —x<”al? — b -x<</™-11
<ian—b—x:

Y%v—i — y-iv-i, wenn Xx<[a{ —b\
— ~2,-i <y-iv-i<<-2v-i, wenn ax— &<*<«,,—Db\
—Yor-i = &2r—1, wenn X a,—Db.

Demzufolge erfullen die Werthe von yv folgende Bedingungen:
erstens, wenn X <<ay —b:

------- Vi< —2/2<0<?i <-+-zla<<))3<<-hi/4-C ' - -
zweitens, wenn al — b<Cx<<an — b:

i VickC—y2<Co<=+Vi<CH+Vi<<r:
— 2/2v< —N2Vv-i<»/2v-i<-2v-i< + 72y und somit
— Z12r<Z/2v-I< + <y fur v=1, 2, 3+,
drittens, wenn X)>a,,— b:

—MW=W<—MW<UWN <O<H-W<-+2 <<t



492 Gotti. Friedr. Lipps.

Hieraus erhellt, dass einerseits fur jeden Werth von x

—Dir —yiv-u<C0<C+y-iv-nO +vyiv, A—1, 2. .v—i
— Y%\ y22r1 -y, A=, 2 oV } 48)

anderseits, wenn x <(av—b:

y-iv-i Z> + y-iv-22O 0O —vyiv-2x; A—1, 2+ .. v— 1!
f (49
*/2r-1 O yv-2X+li A=2, 3+ 4V (49)

und wenn X)>an—b:
y-iv-i == — yiv-2i <=0 +y2v-2x; A=1, 2+, °V_1]f
Lo (50)
y-iv-i<Zy2v-2x+\; A=2, 3+ V

Demnach wird auf Grund von (48) eine Curve y2v— cpiv{x) mit gerader
Ordnungszahl von keiner Curve mit niedrigerer Ordnungszahl ge-
schnitten; wahrend aus (49) und (50) mit Ricksicht auf die Stetigkeit
des Curvenverlaufs gefolgert werden muss, dass eine Curve yh_,
= ¢p2r-\[x) mit ungerader Ordnungszahl von jeder Curve mit niedrigerer
und ungerader Ordnungszahl und ebenso von jedem Zweig der Curven
mit niedrigerer und gerader Ordnungszahl in mindestens einem Punkte,
dessen Abscisse zwischen % — b und an — b liegt, geschnitten wird.
Es ist somit jedenfalls je ein Werth x vorhanden, fiir den

y-lv-l = —+ y2v-2Xi 22v-l = — y2r-2x, WO A =1, 211 +:V — I\
y%v-i = yov-u+i; wo 2 = 2, 3 V.
Und da auch ein Werth x vorhanden ist, fur den y2—i = — yiv-u+i

(da die Werthe y2v-i zuerst positiv und dann negativ und die Werthe
— 2fv—2z+i zuerst negativ und dann positiv sind, wenn x von — <
bis + 0o wéchst), so kann man sagen, dass jedenfalls je ein Werth x
existirt, fur den

y~iv—i=="]-yiv—i—x und y&-i = —yl-i-X, wo 1=1, 2-¢ -2v-2.
Dann ist auch fur die ndmlichen Werthe von X
yll-1 = + yll-I-x und yll-\ — — yll—i-x oder
yI-\ —yl-\-x =0; yl:\ +vylzi_ ,=0.
Da aber
dé’)'(Z\ = _{2v- hylizl,

2v-2-*
— —(ZV— 1)z/2Z—1—> y-Iv—2-X 1
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so ist

Und dieser Differentialquotient ist in jedem Falle stets negativ. Denn
i/2»-2 ist positiv und nach (48) grofRer als der absolute Betrag jedes
y-Werthes mit niedrigerer Ordnungszahl. Es ist daher auch, je
nachdem I — 1 oder X — 2, 3+ v+ 2v — 2

(52)

nimmt folglich bestdndig ah und erreicht einen bestimmten Werth,
also auch den Werth Null, nur einmal. Es gibt demgemal nur je
einen Werth x, fir den einestheils

vh-1 = + yll-i-i und somit yx-i = + Y2—i—a
und anderntheils
yll-l — — yll-1-x und somit y2v-1 — — y%v-\-i 1

Die Curve y2t-\—g>2V-\(x) schneidet daher jede Curve mit niedrigerer
und ungerader Ordnungszahl und jeden Zweig der Curven mit nie-
drigerer und gerader Ordnungszahl in nur einem Punkte.

Die beiden Ourven yr — c¢pv[x) und %,, = cp”x) haben dem-
gemal keinen reellen, im Endlichen liegenden Schnitt-
punkt, wenn die groRere der beiden Ordnungszahlen ge-
rade ist; sie haben einen und nur einen derartigen Schnitt-
Punkt, wenn beide Ordnungszahlen ungerade sind; sie
kaben zwei solche Schnittpunkte, den einen im Gebiete
der positiven, den anderen im Gebiete der negativen Or-
dinaten, wenn die grélRere der beiden Ordnungszahlen un-

gerade, die kleinere gerade ist.
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In Fig. 1 wird der Verlauf der Curven yv — cpv(x) firv __
2, 3, 4, 5 vor Augen gestellt. Dabei wurde die am Schluss™*
§ 3 mitgetheilte Vertheilungstafel zu Grunde gelegt. Die Ourven werd”

somit, wenn der Ooordinatenanfangspunkt in den arithmetischen Mittel

werth 7,36 der Vertheilungstafel verlegt wird, durch die Mittelwerth n
% = 0; sl =5,04; el = 14,0; 4 = 114; 4 — 670 und mithin durch

die Gleichungen

yi = —x\ « =%

yl = 5,04 — *2,

yl = 14,0 — 15,1x — X3;

y\ = 114 — 56,0* + 30,2*2 + *4,

yl = 670 — 570* + 140*2 — 50,4*3 — *}
bestimmt.

b. Das arithmetische Mittel als Ausgangswerth.
Aus diesen Angaben (ber den Verlauf der Mittelwerthe erhell

dass als Ausgangswerthe insbesondere solche Werthe in Betracht

1) Siehe V; § 1; d; erstes Beispiel.
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ziehen sind, fir welche der Mittelwerth von der [2v — I)-ten Ord-
nung einem Mittelwerthe niedrigerer Ordnung gleich oder selbst gleich
Null wird. Unter denselben ist das arithmetische Mittel der ge-
gebenen Werthe

b + P2a2 + + + + + pnan, (53)
fur welches ~ = 0 wird, durch die Einfachheit seiner Bestimmungs-
weise ausgezeichnet, so dass es schon aus diesem Grunde als bevor-
zugter Ausgangswerth zu gelten hat. Es besitzt aber Uberdies eine
bemerkenswerthe Eigenschaft, zu deren Erkenntniss ich in folgender
Weise gelange.

Auf Grund von (41a) ist
yi = * — X
Vi=a—2 x+xl
yl = e3 — 3«2u + 3eya? — a?

Hieraus folgt, dass
2 % 2 2
y»Z —_ y — «2 — «l
yi — 3YWi1yl + 2%l = «s — 362+ Ci + 26\

und allgemein fir v=2, 3, 4+ +1

W\ ty\y/;Zz 2. (2) 12221 2=F{v—I)-y\
z—llll\ ‘_j;ll —+ 't\é} 'griz ’£2I— Q_ehr/\(v_l)el
Es ist somit die auf der linken Seite von (54) stehende, aus yx, w

gebildete Function vom Ausgangswerthe unabhédngig. Dies findet
Dian durch Differentiation nach der Yariabeln x bestatigt, indem sich
so die Identitat 0 = O ergibt.

W4éhlt man nun das arithmetische Mittel (53) als Ausgangswerth b,
so wird c¢| gleich Null und man erhélt

=yl — syl oo o2 (Q) 22 eon 2=p {v—1) . y\1 (55)

demnach stellen die auf das arithmetische Mittel als Aus-
gangswerth bezogenen Mittelwerthe unmittelbar die in-
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Varianten (vom Ausgangswerthe unabhangigen) Werthe
(54) dar.

Diese Eigenschaft sichert dem arithmetischen Mittel, auch -wenn
man von der Leichtigkeit seiner Bestimmung absieht, aus rein theo-
retischen Gesichtspunkten den Vorzug vor jedem anderen Ausgangs-
werthe. Es empfiehlt sich darum, bei Anwendung der im Il. Oapitel
(8 3) entwickelten Methode zur Bestimmung eines aus  GrofRen a,
72 GroRen a2 . . ., zn GroRRen an bestehenden O. G. die auf das arith-
metische Mittel dieser Grofen bezogenen Mittelwerthe zu benutzen.
Die so bedingte Wahl des Ausgangswerthes stimmt mit der in der
Eehlertheorie Ublichen Uberein; sie ist aber von dem Vertheilungs-
gesetze des 0. G. und insbesondere von der Hypothese, dass fin
arithmetischen Mittel der theoretisch wahrscheinlichste Werth sich
darbiete (vergl. H; & 4; a), unabhéngig.

c. Symmetrie und Asymmetrie in ihrem Zusammenhang mit,
den Mittelwerthen ungerader Ordnung.

Sind von den n Abweichungswerthen ax — b, a2 — b...an—1b
I hinsichtlich der absoluten Betrdge dl, d2 ... dx verschieden und
benutzt man die letzteren zur Darstellung der Mittelwerthe, so erhalt
man fir v=1, 2, 3. ..

er~\ = xI. + x2+dfl + h x, » da|
=WeSB+Virdv+r100+poodi

wo (fur * =1, 2 ... X) Xi gleich der Differenz und ?%, gleich der
Summe der beiden, auf Grund von (40) zu + dt und — di ge-
hérenden p-Werthe ist.

Der Werth xt kann positiv oder negativ oder gleich Null sein.
Er ist gleich Null, wenn die Abweichungen + dt und — d, mit dem
namlichen jj-Werthe behaftet sind. Es ist daher, wenn alle Werthe
x1; x2 ... Xi gleich Null sind, das System der gegebenen GréRen
symmetrisch. Dann ist jeder Mittelwerth ungerader Ordnung gleich

Null, und der Ausgangswerth b ist, da insbesondere = 0, zugleie*!
das arithmetische Mittel. Sind anderseits die X Mittelwerthe un
gerader Ordnung ... «Zl-1 gleich Null, so ist das System

gegebenen GroRen symmetrisch. Denn die X Gleichungen
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£,=>*1e dx “+ X2 1 d2 -+ 1 -\-Xx 1dx
ed — xy « df x21d2 4 .t Xxd\ 57)
B P o L XX dIf-l
konnen fir =e = ... =1£.-i =0 nur dann bestehen, wenn
Xi = x2 —111 = xx = 0.

Bin System von % G-roBen au % GrofRen a2+ 1% Grélen

ist daher symmetrisch, wenn die I auf das arithmetische
Mittel als Ausgangswerth bezogenenMittelwerthe ungerader
Ordnung et, & . .. i gleich Null sind, wo 1 die Anzahl
der von einander verschiedenen absoluten Betrage der Ab-
weichungswerthe angiht.

Ein durch v Mittelwerthe ex, £2 ... ev charakterisirtes GroRen-
system ist demzufolge bei verschwindenden Mittelwerthen ungerader
Ordnung nur dann nothwendig symmetrisch, wenn die Anzahl der
Mittelwerthe ungerader Ordnung nicht kleiner als die Anzahl der
verschiedenen absoluten Betrdge der Ahweichungswerthe ist.

Sind nicht alle Werthe x,, ... Xx gleich Null, so ist das
gegebene GroRensystem asymmetrisch. Es ist dann zwar stets

= 0, da das arithmetische Mittel als Ausgangswerth dienen soll;
es sind aber jedenfalls nicht alle Mittelwerthe es . . . s2;._i gleich Null.
Dieselben kdnnen Ubrigens positive und negative Werthe in be-
liebiger Folge aufweisen. Ersetzt man namlich in (57) st, £3, ...S22Zj
durch die willklrlich gewéhlten, reellen Werthe e,, €3, . .. exx-i, so
kann stets ein System reeller Werthe xt, x2 ... xx aus den Glei-
chungen berechnet werden. Weist man nun auf Grund derselben
den Abweichungen -j- dit — di; -j-d2, — d2; ... + dx, — dx be-
stimmte p-Werthe zu, so wird allerdings die Summe der letzteren im
allgemeinen nicht gleich 1 sein. Es l&sst sich aber stets ein Factor a
angeben, so dass die aus axY, ax2...axx abgeleiteten p-Werthe
nk Summe 1 haben. Folglich gibt es stets ein System von Ab-
Weichungswerthen mit den absoluten Betrdgen dx, d2 ... dx, deren

Mittelwerthe durch

fi=0. 8=H6.8 .. 2l=a1e2i
bestimmt werden. Es kodnnen daher auch die auf das arithmetische
Mittel als Ausgangswerth bezogenen Mittelwerthe e3, £5, ... e2x-i
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unabhangig von einander positiv oder negativ oder auch 1
Null sein. 8RIch

Die Asymmetrie eines auf das arithmetische Mittel al.
Ausgangswerth bezogenen Grolensystems, das 1 dem ab
soluten Werthe nach verschiedene Abweichungswerthe auf
weist, wird somit vollstandig durch die Mittelwerthe f
£5 ... %1 bestimmt und kann so vielgestaltig sein, wie die
Reihe dieser Werthe.

Neben den Mittelwerthen ungerader Ordnung koénnen auch die
Werthe

e — Xy o f-x21 B2+ 1o+ Xivda;, v—0, 1, 2.,

als Kennzeichen fiir Symmetrie und Asymmetrie verwendet werden
Sie sind der Differenz aus den beiden Summen der 2r-ten Potenzen
der positiven und der negativen Abweichungen vom arithmetischen
Mittel proportional. Insbesondere ist

e — Xy + #2 o0 + Xi

gleich dem Unterschied zwischen den Anzahlen der positiven und der
negativen Abweichungen, dividirt durch ihre Gesammtzahl.

Den Werth e0 legt Rechner der Beurtheilung der Asymmetrie
zu Grunde. Pearson hingegen benutzt einen von den Momenten
p2j Pa, p4 oder den Mittelwerthen zweiter, dritter und vierter Ord-
nung abhdngigen und hinsichtlich des Vorzeichens mit dem Mittel-
werthe dritter Ordnung Ubereinstimmenden Factor als Mafstab der
Asymmetrie. Eine solche auf nur einen, positiver und negativer
Schwankungen fahigen Zahlenwerth gestitzte Auffassung der Asym-
metrie ist aber offenbar zu eng; und wenn man auch nicht die zur
vollstdndigen Bestimmung der Asymmetrie und zweifelsfreien Sicher-
stellung der Symmetrie nothwendige Reihe von Mittelwerthen un-
gerader Ordnung oder von Werthen €0, €2, e4 ... bis zum letzten
Gliede berechnen wird, so wird man doch neben dem Mittelwerthe
dritter Ordnung auch diejenigen von hoherer ungerader Ordnung,
soweit man sie kennen lernt, und, falls man Uberhaupt die Werthe
¢ in Rechnung zieht, neben dem Werthe el auch e2, e4 201
Oharakterisirung der Asymmetrie benutzen. Es wird so zugleich der
Irrthum vermieden, als misste die Asymmetrie ihrem Wesen nau
eine ausgesprochen positive oder negative Richtung besitzen.
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d. Allgemein gultige Beziehungen zwischen den
Mittelwerthen.

Jede Beziehung zwischen Mittelwerthen besteht entweder zwischen
Mittelwerthen ungerader Ordnung oder zwischen Mittelwerthen ge-
rader Ordnung oder zwischen Mittelwerthen gerader und ungerader
Ordnung.

Far die Mittelwerthe ungerader Ordnung el; e3, £5 ... gibt es
keine von den GroRenstufen unabhdngige, allgemein glltige Be-
ziehungen. Denn es lassen sich, wie soeben bemerkt wurde, stets
GroRensysteme mit dem absoluten Werthe nach bestimmten Ab-
weichungswerthen aufstellen, fir welche die Mittelwerthpotenzen el(
£], 4 ... den beliebig gewéhlten reellen Zahlen ex, €3, e5 ... pro-
portional sind.

Auf die Mittelwerthe gerader Ordnung e2, «a> ee +++ hingegen
sind alle Beziehungen Ubertragbar, die fir die Mittelwerthe reeller
absoluter GroRen abgeleitet werden kdnnen. Setzt man némlich

(@h—bl2=w; «w—D0b2=«wi +++ (@an b)2 = un,
so sind ax, «2 ... cn reell und positiv und es ist
Pl(a, — bfv-1--ee- - pn(a» — bfr — pi «i 4~ b P»«n-

Man erhalt daher aus jeder Bclation zwischen den Mittelwerthen ab-
soluter Grollen au a? ... an eine solche fur die auf den Ausgangs-
werth b bezogenen Mittelwerthe der algebraischen GréR3en au a2 ... an
von gerader Ordnungszahl, wenn ax, «2 ... c«n durch (®i b)2,
[@2 — D)2, ... [a, — b)2 ersetzt und die Mittelwerthe r-ter Ordnung

als Mittelwerthe 2v-ter Ordnung aufgefasst werden.

Fiar die Mittelwerthe gerader und ungerader Ordnung e,, «2 « ...
gelten ferner in gleicher Weise wie fir die Mittelwerthe der abso-
luten GroRen au a? ... «, diejenigen Ungleichungen, hei deren
Begrindung nur gerade Potenzen der u oder von Functionen der «
in Betracht kommen, so dass die Beziehungen erhalten bleiben, wenn
die absoluten GroRen durch algebraische ersetzt werden.

Ein anderer Weg zur Ableitung solcher Beziehungen erdffnet
sich in der Aufstellung von Gleichungen, deren Coefficienten Func-
tionen der Mittelwerthe e2, «3 ... sind, wenn man die Anzahlen

der reellen Wurzeln kennt. Wird né&mlich yv in der Form (41a)
Wundt, Philos. Studien. XVII. 33
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oder (44) vorausgesetzt, so lehrt die Untersuchung der Mittel
als Functionen des variablen Ausgangswerthes (8§ 4, a), dass 6 6

yl = o,

als Gleichung fir x betrachtet, keine oder nur eine reelle Wurz
hat, je nachdem v gerade oder ungerade ist; dass ferner die Gleich* §

unR
yi o yr
keine oder nur eine reelle, endliche Wurzel oder deren zwei besitzt
je nachdem die groRere der beiden ganzen Zahlen y und v gerade
oder jede ungerade oder die grofiere ungerade, die kleinere gerade
ist. Ueberdies haben, wie ohne weiteres erhellt, die Gleichungen

yiZ = xy;-y;-, YH&I =y —

keine oder nur eine reelle, endliche Wurzel, je nachdem u +v
(i +v +k, ... gerade oder ungerade ist. — Fur die Mittelwerthe
« und «i ergibt sich so die Ungleichung «!>«?; denn auf Grund
derselben hat weder die Gleichung y\ = 0, noch die Gleichung
yi— — Y\ eine reelle Losung. Die Mittelwerthe «3, €2, £j hingegen
zeigen sich an keine besondere Bedingung gebunden, da die Glei-
chungen Y\ = 0; yl = xy\; y\ = = VI . y\ bloR eine reelle Wurzel
haben, wenn «i, und da die Gleichung y\ = y\ wegen der
Beschaffenheit der Ooefficienten von vorn herein zwei reelle und zwei
complexe Wurzeln hat. Fir die Mittelwerthe «4, es, €2, « findet sich
ferner die Bedingung

(£3 — 3e2«i + 2elf O (e2 — t'f) (4 — et -J- 6elei — 3ef) — (82— «i)D

oder

Sie ist nothwendig, damit von den beiden Wurzeln der Gleichung
Y\ — y\, und hinreichend, damit von den Wurzeln der Gleichungen
U =0; YW= =xyf- yi=xyl-yl; y\==xy\.y\] yt=""V
keine reell sei. Sie genugt zugleich, um den Gleichungen yi = yi>
W= 22 =23 2i=22-y\N yl —yl.yl eine und nur
eine reelle Wurzel zu sichern, so dass aus diesen Gleichungen keine
besondere Bedingung fiur die Mittelwerthe ersten bis flinften Grades

resultirt.
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Zu allgemeineren Bedingungen fuhren jedoch die, in § 2 und § 3
fur die Mittelwerthe absoluter GrofRen angegebenen Beziehungen.
"Werden dieselben in der soeben angegebenen Weise auf die Mittel-
werthe algebraischer Grofien Ubertragen, so erhalt man zunéchst auf
Grund der Ableitung der Formeln (16), (19), (21), (22), (23) den Satz:

Sind «u €2 @ +++ die auf den Ausgangswerth b be-
zogenen Miittelwerthe der GroRen au z2 GroRRen «2,
%n GroRen an, so ist:

O <C «2 <C «4 *G <C v 0o
«*<4; *3<4; 4<eh

oder fuir v=1, 2, 3 ...

2 2
«2v «2r+2)  «2r—1 «v (58)
Es ist ferner:
a4-"6 4 0 ,»10.
«2 * «4 «Bj «4 ' «b6 «5 )

2 4 6
£2 ™ «4 S £6 (59 a)
1 2 P 4 P

1 «@ £4

und allgemein fur 1 =1,2,3...; ft=1,2,3...;v—0,1, 2 ...
fi — 1:

B S S SR S KQl

Weiterhin besteht fur ft=1, 2,3...; v=1, 2, 3 ... die
Ungleichung

(« — 4) 1 << — <) = (A — « <)\ m

so dass fur die nach H, § 3 berechneten mittleren Fehler
Mf, und My, die bei der Bestimmung von und ¢r zu be-
farchten sind, die Bedingung

U+Vv f_l A
Mf, | Mr > Sfidrv m&ﬂ * (60&)
resultirt.
AulBerdem gelten als Folge von (24), (25), (26) die Ungleichungen:
12
me2 Vm o0 @ _ 1Fmef — 3
< (61)
m—1 4< m-—1 < m—1
und fir v=1, 2, 3
4v 4v 4v+4 4r+4
m B2r «4r «2r+2 — «4r+4 (62)
4v—4 B4 v Tiv
M «2y_2 — «4»—4 m «v — «4»

33«
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mit der Bedingung

4v .
v << «vym ;

(63
und als Uebertragung von (29):
2m, b NIV 21 el 4 aed)
m — x Ht ~~ X
(64)
(E« — 67«1 + 15£42 — 104) <<+
4 — A4«i + 34 N« — 6«5« + 154ei — 1063
2 2 ~ 4 .3 q 4 N (65)

£2 — 7 — -f- OR2

Um schlieflich auch noch die Abhéngigkeit der Mittelwerthe
von den AbweichungsgroRen festzustellen, ist zu beachten, dass einer-

seits auf Grund von al — b O a2 — 5 << +vv <(an — b fir
ft=1 2 3. ..

(«i — bf—x << («2 — bff'-] <mem<(«,,- h)2'1"!
und anderseits, wenn durch dy <[ d2 <C + 11 << d? die ¢ verschiedenen

absoluten Betrdge der Abweichungswerthe % — & &_—Db) ... an —b,
der GroRe nach geordnet angegeben werden,

div<4% <<+ < df.
Man kann daher in (35) die HulfsgroBen yu y2 ... yt fir ungerad-
zahlige Werthe 2/t — 1 der Reihe at — b, a2—b ... an—b und
fur geradzahlige Werthe 2/t der Reihe dx, d2 ... d,, so entnehmen,
wie es fur die Bestimmung von yu y2 ... yt durch Glieder der Reihe
«!, a2 »++ Bn hei der Erlauterung der Formeln (38a) und (38b) vor-
geschrieben wurde. Auf diese Weise gelangt man fir geradzahlige
Werthe 2v auf Grund von (35) zu den Bedingungen:

K — bf'l «£ — =0; 1 — bf—I-4: — <O (66)
dfr4: —4l12C=0; di"+4: —elt% <0 (67)
(a» — bf-11 K_t — hpn-1 4:
- [(«, — bf-1 + («,_ ! — z™-1]. £i:T"=1T + 4:7Tpl =0
(«d — RN e (2 — fe2NN e 4; (68)
— [(«! — h2"-1 + («2 — &2"-1] + 4SE=i + iltt-1 =0
(o, — bf-11 (an — h)2“*“1 + el:
— [« — 5271 + (an — bf-1] 1 eltlfl + ellttfl <°
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df v 14— << +4-1)  4XY + &xt>0

dyrdvi& —(dY+41l « << +anr>o0 (69)
dYirdfrel —@@"+ O elizy + <.
u. S. w.

Die Gleichung (39) hingegen bleibt fir alle ganzzahligen Werthe v
und fi in Geltung, so dass

wo Cn, Cna ... Ct die aus den n Abweichungspotenzen [a] — b)"\
(@2 — b'f ... (an — hf gebildeten symmetrischen Grundfunctionen
sind.

8 5. Vertheilungsgesetze und Mittelwerthe.

Aus einem Systemvon z0 Werthen 0, Werthen 1,... zn~Werthenn
werde eine Vertheilungstafel in der Form

0, 1, 2, ...n (71)

hergestellt, und es soll za fir a =0, 1, 2 ... als der zu a gehorige
Werth einer Function F(a) aufgefasst werden, die mittelst der Hilfs-
function [II; (45)]

P(a) — iNJa) (72)

darstellbar sei. Die darstellende Function werde, da nur positive

ganze Zahlen als Argumentwerthe in Betracht kommen, in der Form
©(@a) = y0 + <Po(a) + Yi * (Pda) + Yt 1 <pi[a) + ' "1 @)

vorausgesetzt, wo

90(a) = <p(a)\ 9P, (a) = oPfl_i(«) —fpft-ifa—1) fur fi=1, 2, 3 ...

Es ist demgemaR

V(«) =Fo(«) * L ;
- e T -1 , —1)e o(«—M+I
«)-i-0T+(iFee? e
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Die so definirte rationale Function /)*(*) besitzt die leicht nach
weishbare Eigenschaft, dass

I»=& («<-1)- —1);

U («)=Fli{a—v) — Q" 4,-1 («—»)m+ () 42 (e—*)

wo die Reihe bis zum Abbrechen der Glieder, nédmlich bis zum
(v + I)-ten, wenn t*y>v, und bis zum . -+ I)-ten, wenn /t <( v, fort-
zusetzen ist.

Als empirisch bekannte Werthe sollen an Stelle der Summen
[vergl. 11; (36); (39)]

JE(a — by F(@) =s,,
die Uber die Zahlen a = 0, 1 ... n erstreckten Summen
1\ =S. (76)

zu Grunde gelegt werden, was gestattet ist, da sO, st...sv einerseits
und SO, Sy ... Sy anderseits in eindeutiger Beziehung zu einander
stehen. Setzt man namlich

=+ [v—=D+"""+Cw()*

so wird
Sy = {Cj"Sy 4+ + + + -f- CNy/SI — 4+ o 4 Cy IV-INT
+ _l.i
wonach
Sq - Sa,

si —s$1 — b+ SO,

2 =282+ S{ — 2b1 Si +52. S0,

s3 = 6S3 + 6S2 + Si — 36(2"2 + Sy + 3b*St — b*S(
u. S. w.
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Man erhalt daher zur Bestimmung der Coefficienten y0, yu y2
jn (73) auf Grund von (76) die Gleichungen:

g== 2\Z\ " (j9 ~() + yi + 20(6) + 72 gpilo) n—}
=j o "V "SPra—y{l0 + 7i1 A(@) + 72+ A(«) + eee})

ff0 die Summation nunmehr Uber alle positiven ganzen Zahlen « =0,
1 2 ... zu erstrecken ist. Da aber mit Riicksicht auf (75) und (74)

Pt —v) 1(8) = Pp<t —v) — (%) Vv (pfi-i[a—v) +

und
=JEPAa) =0 firn==1, 2, 3 ...
J?<pl[a — v)=2?g>0{a) = exp (X),
s0 wird i
— 1 1] ‘I L} l
=2 e
=yt W e Dep )
Aus (77) resultirt somit fir v=20, 1, 2 ...
~expW,.. v viv— | .21
I o P
woraus sich
. _ Aeexp(k)fa ,v 0O , vlv—1)c Wrl*} 79)
i - 1\ o 2 -

ergibt. Es ist demgemaR
0 =exp(—A S0
nN=exp(—A'jy S0—S |

72=exp(—A)| * S0 —y + Si + S21

Is—exp(—A ' JVIly ' 'So—yy' +yrw— 1}

u. S. w.

Die Kenntniss der Summenwerthe S0, SI; S? ... wird in einfacher
eise durch successives Aufsummiren erlangt, vue in Cap. V, § 3,
wird.
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Die Anwendung dieser Darstellungsweise setzt voraus, dass nur

eine beschrankte Anzahl von Coefficienten y0, v, berechnet
werden muss. Dies trifft zu, wenn yv+1 — yv+2 = +++ == 0. Dann
ist, (79) zufolge, fur fi =1, 2, 3 ...
o V+n o . [vHfi)(vtn—I) o 3 (=21 o

----- X— ol H — —V.«=0

oder, wenn zur Abkirzung fur x — 0, 1, 2 . ..

gesetzt wird,

Es ist daher))

1) Um die Gultigkeit dieser Formeln zu beweisen, setze man:
fv+uw = CONHfl “ (7 €*) 'Ci "*V+U 1+ ' =WV
so dass
®) = C+) e rvapei 0); [HIE) = ¢ e —1) vvanz (9)em

Da nun fv+fi(x) sammt den {j — 1 ersten Ableitungen fir x =1 den Werth Null
erhalten soll, so ist auch:

= (0w — (i) h*""" L+ y) (* = 1fb

wo die Werthe von y , yt ... yv so zu bestimmen sind, dass die Coefficienten
gleich hoher Potenzen von x fir beide Darstellungsformen ibereinstimmen. Es
ist somit einerseits yv = c,,+u und anderseits

Beriicksichtigt man nun, dass
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v+ 1\ (VU iv+I
(» ) - ICV.1 + » |¥ l)Cyico,
ftz) D e T VT D rn-a

und allgemein fur (i=1, 2, 3 ...

Aus diesen Beziehungen zwischen den S-Werthen erhalt man durch
den Uebergang zu den s-Werthen, mit welchen die Mittelwerthe
fU «2, «3 + 1 durch

s =sy. v 0,1,2 ...

verknipft sind, Bedingungen fir die Mittelwerthe.
Es gilt folglich der Satz:
Ist die Vertheilungstafel (71) durch die Function
©(a) = 709>0(«) + 7i <P\ («)+=* 1 + }VjPv(«) (82)

darstellbar, so sind die Mittelwerthe eu s3 ... an die,
aus den Gleichungen

GW?("+1) ft].;l-zi(-u(tfﬂ) A

171t - (Litv—1 .
5 \% /|2H!,«+»') Sn

(83)

sich ergebenden Bedingungen gebunden.

Ist z. B.
©(a) = 70 * <jPo(),

so erhélt man:

Dabei ist zu beachten, dass das Zeichen jj auch fir v~>fi einen Sinn hat,

‘adern es den Zahlenwerth O vorstellt. Die gegebene Ableitung des Werthes von
K gut daher fur alle Zahlenpaare v und (u.
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so erhdlt man far fi=1, 2, 3 ...

a —~ o

"— 120 it
woraus fur die auf das arithmetische Mittel als Ausgangswerth be
zogenen Mittelwerthe sich die Bedingungen
«1—0; @=A, A=A, ¢ —3A2+ A
& = 10A2 + A; « = 15AS + 25A2 + A; ...
ergehen. — Ist hingegen
. 0(@) = y0+ qoo(«) + Ft » Di(«),
so wird

o _ N 0 fl' ™+ 0
T —1-2-/t | 1-2-. (4+1) >

und demgemaR, wenn 5 das arithmetische Mittel bezeichnet,
«i=0; &@=5—(—A2,
G=5—305-=A2+ 25— A3;
«d=54+35 —(5—A2(7+ 6A) + 65— Af — 3(5 — A}

Es werde anderseits aus einem Systeme von z, Werthen ab

Zj Werthen a2, +++ zn Werthen an eine Vertheilungstafel
fr fr LI frt 1Q4a\
Zi z2 ... 1z,

hergestellt, deren z nicht den a unmittelbar, sondern den aneinander-
grenzenden Intervallen

« == \h , «2 e Ft>xx+=£4

zuertheilt zu denken sind, so dass auf jeden, der Vertheilungstafel
angehdrenden, von den Werthen a und a + da begrenzten Bereich
ein bestimmter Werth f(a) . da fallt. Die so definirte Function f[a)t
die auflerhalb des Gebietes der Vertheilungstafel durchweg gleich

Null ist, soll mittelst der Hilfsfunction [Il, (57)]

g>[h(@a—?5)] = ~*= exp [—k2(a — 5)7 @85,
\it
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larstellbar sein, wo b als Ausgangswerth der Abweichungen dient,
pie darstellende Function werde, wenn

h[a—b) — t\ hida— dt
gesetzt wird, in der Form
0{t) — yo<p(t) + ft + g>'(t) + ft1 <p"$ + + v (86)
angenommen, wo

<pf) = exp(—P); 9@ = <), D)= <F)i

Als empirisch gegebene Werthe mdégen die tber das Gebiet der Ver-
theilungstafel erstreckten Integrale

S, =y*i(a— ey 1 /m(«) + d« (87)

zu Grunde gelegt werden, die, wie aus V, 8§ 2, erhellt, mit einer im
allgemeinen als ausreichend zu betrachtenden Annéherung durch die
Summen

*1(«l — by + ft(«2 — by h-------- h %n[an — by
dargestellt werden. Aus denselben werden mittelst der Gleichungen
sy — s (874a)
die Mittelwerthe der Vertheilungstafel gewonnen.
Die Bestimmung der Coefficienten ft, ft, ft +++ in (86) ist daher

auf Grund der Gleichungen

h? vsv =3P+ 0(f) 1 dt
@88
_ ﬂ)- <p(t) 1 dt + yxj'p 1 ¢>'{t) + dt + y-ijprcp"[) 1dt + 0o

2 leisten, wo die Integration nunmehr von — 00 bis + 00 zu er-
strecken ist.
Da aber bekanntlich fir v=1, 2, 3 ...

1-35- (»/— 1) (2v)l
2" 2N

~d, wenn den p-ten Differentialquotienten von <p bezeichnet (so
dass ¢p(») — ¢p)? fur a =1, 2, 3 ...
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f 1dt=20; JP¢W[t) 1 dt — — vjfv 11 cpri)(f) . At

wonach fir alle Werthenpaare v und ft

Jtr <pW{t) 1 dt — (— iy* e v(v— 1) -+ (v—fi + 1) -Jip-v 1 50(f). dt

gesetzt werden kann, so erhalt man aus (88) fur v=20, 1, 2 . .,

h2v + sty 70 l n) ' D4 T%v

(2v)\ 20 W | 20~2[v—1)! 20-0!
A2v+1S2v+1 7| 72v+1 (89)

v+ 1) 20w L 22— T 20

woraus sich
A2v « S2r A2*2 b 2% e eee

2t="" u\ (2v—2)}22-11 0! 22r+ W\
Arelsarel ALI& Ast (40)

y2v+l— [2v -j- 1)! (2v—1)1 22-1! 11 2 1w\

ergibt. Es ist somit

70 = so;
N —— ;
A2s2 s0
n 772 4 -
A3S3 Asx
y3:——6_+/\; u. S. w.

Diese Darstellungsweise kann Verwendung finden, wenn die Be-
rechnung einer kleinen Anzahl von Coefficienten zu einer hinreichenden
Annadherung fihrt. Setzt man demgemal voraus, dass fur die Coeffi-
cienten mit geradzahligen Indices yav+2 = 7%+i = 11+ = 0 und fir
die Coefficienten mit ungeradzahhgen Indices 72a+3 = 72/1+5 = 11 =0

ist, wo v und ft unabhangig von einander sind, da die Coefficienten
7»i 7hi 74 v11 einerseits und 71, 73, 7s m 1 anderseits nicht aneinander

gebunden sind, so resultiren aus (90) Bedingungen, die man, wenn
zur Abkirzung fur x =0, 1, 2 ...
2% 1 A2* 1 s v x| o 22% o h2x+ion s2x+ijIL:
c*r — (2x) ! ToC et 2*+ 1)

gesetzt wird, in der Form
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fir i = 1, 2, 3 ... darstellen kann. Man findet demzufolge — wie
die Ableitung von (81) aus (80) zeigt —

Hierdurch werden, wenn sx — e* + s gesetzt wird, Bedingungen fir

die Mittelwerthe |, t2, f3 ++1 angegeben.
Man gewinnt so die Erkenntniss:
Ist die VVertheilungstafel (84) durch die Function

o(t) = yo<p(t) + + 1+ ! g3
+ H---mmemmem b- y2,+i<p{2fl+>(t) |
darstellbar, so mussen die Mittelwerthe el? €2, 3111 die Be-
dingungen

2a»+UA*+M ENXI{v+X)\  /v+X) 22r-hav-e%-r!

(2v + 2X)\ vv o (@nl
h tv+i\ov-2tfr-*-£izil(r—iy., M+I\ /TtA\2N-4AN-4-4;=1("-2)!
I\y—i) (2v —2)\ \ 2 J\wv—21 [2v — 4)!

—x(i+rlp

R+ N\2"-hafl+i-el ; t\-"

{2p+ 21 + 1) ft | (2# + Nl
U|g+A2>-2. N-1-€7=I(M-I)! | /141y u+X\2zfl~a-kpl~3 —2)!
DV-1) i2ft — 1)! +( 2 M2/ (2ft—3)!
LR+ fi—
ft

1=1, 2, 3 ... erfullen.



512 Gotti. Friedr. Lipps.

1st z. B.
mt) =y 1 y0 — s0,

gilt also das gewohnliche Fehlergesetz, so muss

«l — «3 — £b — 11+ — O ;

.2 1:3.

(20y! *7 1 oder Z-QZA Y

Kll

sein. Ist hingegen, wenn das arithmetische Mittel als Ausgangswerth
dient und somit et und yl gleich Null ist,

— To v <p[t) + Yi+ <p[t) + Yz <p"() |

4 4 e of
Yo=1950) 72 — »0O=--—--—--- Jji 73— W' g
so erhalt man
«8« =1+|gt U {G +1)2k\ — 1},
2243 13 2A+3) n, 1,2 3
22+3 2241 243 (M + 1) g N3

Wird Uberdies

gesetzt, so dass y2 — 0, so gilt fir

=70+ (pit) + 73+ 9™it) ;
«3
70—s0;: Yz— —s0
2«2 -2
die Bedingung

Q2 =13, [21 + 1) &
ditis =517 .. QA+ 3) (1 + 1)+ & @

Wird die Function f(a), welche die Vertheilung der » auf die
Intervalle der Vertheilungstafel (84) regelt, lediglich der Einschrankung
unterworfen, bei wachsendem absoluten Betrage der Abweichungs-
werthe (@ —b) abzunehmen oder wenigstens nicht zu wachsen, so
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nach einer Bemerkung von Gaussl) fir die auf b bezogenen Mittel-
werte

fia 9 &- (95a)

gs ist zugleich — wie Kruger?) bewiesen hat —

5 3, g+ I

«2» Hil oV + 1 £2 : Eiv 4+ 1 & (95)

8 6. Die aus Potenzsummen reeller Gro3enpaare
gebildeten Mittelwerthe.

Wie aus den Potenzsummen einzelner Gréf3en, so lassen sich
auch aus den Potenzsummen paarweise zusammengehoriger reeller
GroRen Mittelwerthe bilden und hinsichtlich ihrer Eigenschaften
untersuchen.

Fur eine endliche Anzahl solcher GrolRenpaare kdnnen stets zwei
Werthenreihen ay < (h <<+++<<ar und \ <<h2 <<+ <[ bs be-
stimmt werden, so dass die gegebenen Gréflen Combinationen der
r Werthe a und der s Werthe b sind. Wird alsdann die Anzahl der
Werthenpaare (ax, bx) durch zxi bezeichnet, so lasst sich das System
der GroRenpaare in der friher [ll; (58a)] mitgetheilten Form der
Yertheilungstafel eines C. G. mit einer Doppelreihe von Varianten
darstellen.  Zugleich werden die Mittelwerthe er,, durch I1; (59) de-
finirt.

Bei dieser Darstellungsweise treten jedoch im allgemeinen leere
(°x) bi) auf, deren zxx gleich Null ist. Will man dieselben von vorn
herein bei Seite lassen, so empfiehlt es sich, die von einander ver-
schiedenen Werthenpaare irgendwie in eine einzige Reihe zu ordnen
und das erste Glied durch [ay, by), das zweite durch (»,, b2) u. s. w.

bezeichnen. Die beiden Reihen a,, «2+++ und by, h2 . .. zeigen

im allgemeinen zwar keine RegelmaRigkeit; denn fur zwei
Werthenpaare (ax, bx) und b)) kann ax grofRer oder kleiner als
°der auch gleich a,. sein, desgleichen kann bx mit bx Uberein-
8“muien oder von bx in positivem oder negativem Sinne abweichen,

1) Theoria combinationis observ. error, min. obn. Art. 11.
2) Ueber einen Satz der Theoria Combinationis. Gottinger Nachrichten,
S. 147.
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wenn nur nicht sowohl ax — a2 als auch bx = bk ist. Es ist aber
vielfach bequemer, mit einer einfachen Reihe von Werthenpaaren
statt mit einer Doppelreihe zu operiren.

Es seien demgemal Werthenpaare (av, by), z2 Werthenpaare
(«2, b2), .. ."Zn Werthenpaare («,, b,) gegeben. Bezieht man die.
seihen auf das Werthenpaar (¢, d), so dass ax—c an Stelle von a
und bx—d an Stelle von bx tritt, und ist m = % -f- =<2 + ++v1 + 7z,
Pi=2Zy:m, ... pn =2zn:m, so werden die auf (c, d) bezogenen
Mittelwerthe v der gegebenen Werthenpaare durch

=pPil —cf. py — df + p2(@2 — cf .(b2-dAFf +mmm |
+Pn[an—cf|(bn—df | N
definirt.
a. Die Bedeutung der Mittelwerthe.
Um die Bedeutung dieser Mittelwerthe klarzustellen, sollen die

Abweichungen at —c, by—d, ... a,,—c¢, bn—d als Abscissen x
und Ordinaten y eines rechtwinkeligen Coordinatensystems gedeutet
und durch xv, yy, ... xn, yn bezeichnet werden. Dann bestimmt

jedes Paar von Ahweichungswerthen (xx, yfj einen Punkt der Ebene,
und es handelt sich nun um die Bedeutung des durch
T =P\xiy[ + Pixfyl + +++ + pnxfyl (96a)

definirten Werthes v fir das System der gegebenen Punkte, wenn
y und v irgend welche positive oder negative ganzzahlige Werthe
annehmen (ausgenommen p = v — 0, da in diesem Falle «00 jeden
endlichen Werth bezeichnen kann). Dabei moége zunéchst voraus-
gesetzt werden, dass keiner von den Werthen Xy, yy, X2, y2.. 1 xn, V«
gleich Null sei, und dass auch FFff einen von Null verschiedenen
endlichen Werth darstelle.

Der Werth von FFf bleibt unverédndert, wenn die Punkte (xy, yf,
(2 Uiy r. . (x,,, yn) auf den zugehdrigen Curven

a? 1 F=xuryl; xflry'=xfiry\- ... v2iyw=xffiyl (97

sich bewegen, die dem Ourvenbiischel
X»+y —a (@8)

mit dem Parameter a angehdren. Dieses Bischel besteht aus hyper
holischen Ourven, welche die Coordinatenaxen zu Asymptoten habe»)
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oder aus parabolischen Ourven, die durch den Punkt x =0, y =0
gehen, je nachdem die ganzen Zahlen u und v gleiche oder ent-
gegengesetzte Vorzeichen haben; und je zwei Curven des Bischels
XY —ax, Xy =a

haben auBer den allen gemeinsamen Grundpunkten (den unendlich
fernen Punkten der Ooordinatenaxen oder dem Nullpunkte des Co-
ordinatensystems) keinen Schnittpunkt, so dass sie jede Curve, deren
Parameter zwischen «, und a? liegt, vollstdndig umschlieen und so
einen Bereich der Ebene abgrenzen, dem alle Curven mit mittleren
Parameterwerthen zugehdren. Es wird daher auch durch die Curven
(97) ein Bereich der Ebene bestimmt, in welchem die Curven ver-
laufen, deren Parameterwerthe zwischen dem grofiten und dem
kleinsten der Werthe

Xi eyi| X, 0yi; .. X, 1ijn
liegen. Er soll der Bereich der Curven (97) heiRen.

Hiernach ist e"47 nicht zu den Punkten (%, yi)l (x2, y2i n.1 [xn,yn),
sondern zu den durch diese Punkte gehenden Curven (97) des Bu-
schels (98) in Beziehung zu setzen. Nun gehdrt auch zu effT eine
Curve des Biischels, namlich

=" (99)
Sie verlauft innerhalb des Bereichs der Curven (97) und ist somit
eine mittlere Curve, da ihr Parameter auf Grund von (96a) zwi-
schen dem Kkleinsten und grolten Parameterwerthe der Ourven (97)
sich halt.

Auf dieser Curve befinden sich, wenn u -j- v nicht gleich Null
ist, stets vier oder zwei Punkte, deren Abscisse und Ordinate in ihrem
absoluten Betrage Ubereinstimmen.

Ist ndmlich u und v geradzahlig, so ist ejjjy , wie aus (96) folgt,
wesentlich positiv, und es gibt stets einen reellen, positiven Werth

«, v, der die (u + r)-te Wurzel von £*“+yv darstellt. Es sind daher
die vier Punkte

xX - —_ i v — Y
Punkte der Curve (99). — Ist ferner von den beiden Zahlen u und v
die eine gerade und die andere ungerade, so kann positiv oder

Negativ sein. Wird die reelle (u + v)-te Wurzel dieses Werthes
~undt, PLilos. Studien. XYII. 34
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durch £Mi, bezeichnet, so liegen, wenn /t gerade und v ungerade ist
die beiden Punkte

X — — Sfiy, y— v
und, wenn y ungerade und v gerade ist, die beiden Punkte

X= v, y— *eft*
auf der Curve (99). — Ist weiterhin y und v ungeradzahlig und &“+'
zugleich mit dem reellen Wurzelwerth e,[V positiv, so gehdren die
beiden Punkte

X— V, y— Vv und X Y, V- v

der Curve (99) an. Ist aber ¢“+yv negativ, so gibt es keine reelle
(fi + r)-te Wurzel. Bringt man jedoch — in Uebereinstimmung mit

der in Il; 8 6 getroffenen Vereinbarung — die Wurzel in die Form
U+\
e,,jt|,-y—1, so dass £Ujv die (u + r)-tc Wurzel des absoluten Be-

trags von «Etw angibt, so ist
X— Yy, y— v und e — v, y—

je ein Punkt der Curve (99).

Demnach stellt der aus (96) in der angegebenen Weise abgeleitete
reelle Werth euv einen die mittlere Curve (99) bestimmenden
Coordinatenwerth dar.

Wird hingegen y + v = 0, ohne dass u — p — O ist, so ist die
Curve (99) eine Gerade, die durch den Nullpunkt des Coordinaten-
systems geht. Dann gibt es, wenn £,(*7 nicht gleich 1 ist, auBer
x =0, y — 0, keinen weiteren Punkt, dessen Abscisse gleich der
Ordinate sei. Dementsprechend kann nicht bestimmt werden,
wahrend v den, aus (96) resultirenden Werth erhalten muss.

Zwei endliche, von Null verschiedene Mittelwerthpotenzen E;"(V
und s™a bestimmen somit die beiden mittleren Curven

X1y «:L(J(‘;l;y-; X0 | yo bp. o 00,
fur die Curven
XU|y Xity\; ... a?iryv=x"“+yi (100a)
und
X«.ya = XI.VIr, ... X«y°=Xi.ya. (100hy

Ist nun ya—vqg =0 oder g =X1y,; a— X'V, so gehoren
die Curven (100a) und (100b) einem und demselben Biischel an; und

die beiden mittleren Curven (100) verlaufen, ohne sich (aufler in den
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Grundpunkten des Bischels) zu schneiden, in dem durch beide
(jurvensysteme gemeinsam bestimmten Bereiche. Ist aber ya — vq
von Null verschieden, so schneiden sich je zwei Ourven
qu = any; x-0-(>7 = Xgl yg

in dem Punkte (xx, yy). Die Curven (100a) und (100b) gehéren daher,
nebst den zugehoérigen mittleren Ourven, zu zwei verschiedenen BU-
scheln, und die mittleren Curven kénnen gleichfalls einen Schnittpunkt
haben. Dieser Schnittpunkt liegt sowohl in dem Bereiche der Ourven
(1008a), als auch in dem Bereiche der Curven (100b); er gehort daher
dem gemeinsamen Theile der beiden Bereiche an, der auch die Punkte
(fi;vi); @2 y3) ... , y») umfasst. Seine Ooordinaten ergeben sich

aus
_ (ft+r)0y b&ovgo)v

((j+0),a Ji-+W)Q
> 0 \Y%

xb

401,

{ta—vq

woraus zugleich ersichtlich wird, dass ein Schnittpunkt immer vor-
handen ist, wenn ya— vq ungeradzahlig ist oder wenn — bei be-
liebigen Werthen von ya — vg — nur positive Werthe und
sf+f in Betracht kommen. Er ist ein durch ef%v und e$+f bestimmter
mittlerer Punkt und seine Ooordinaten (x, y) stellen ein mittleres
Werthenpaar dar.
Hebt man jetzt die Beschrankung, dass von den Werthen xx, yx,
%0i 1IN+ coe v 1 ©*© keiner gleich Null sein soll, auf, so kénnen als
Parameter der Ourven (97) und (99) oder (100), (100a), (100b) die
Werthe 0 und oo auftreten. Der Parameter kann bloR gleich 0,
nicht gleich oo werden, wenn die Werthe von y und v, q und a auf
positive ganze Zahlen eingeschrankt bleiben. Dann zerféllt die zu-
gehdrige Curve xJl1yv =0 oder x-'1y" =0 in die beiden Coordinaten-
axen, und die Bestimmung mittlerer Curven und ihrer Schnittpunkte
wird nicht gehindert. Bei der Zulassung negativer Indices tritt aber
auch der Parameter oo auf. Beispielsweise wird x\ 1 y\ fur xx =0
und negatives y unendlich gro. Dann zerféllt die zugehoérige Curve
1 if = 00 in die durch x = 0 bestimmte y-Axe und in die durch
I = oo charakterisirte unendlich ferne Gerade, so dass die unendlich
ferne Gerade in den Bereich der Curven fallt und ein Bestandtheil
fer mittleren Curve sein kann. Dies trifft zu, wenn flr negatives y
<li( Mittelwerthpotenz gleich O ist und somit die mittlere Curve
3+
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durch av* » yv = 0 bestimmt wird. Die Angabe mittlerer Curven und
ihrer Schnittpunkte ist dann nicht ausfihrbar.

Hiernach darf man, falls die Werthe xt, yt . .. xn, yn irgend
welche positive oder negative reelle Zahlen vorstellen, nur die aus
(96) fur positive ganze Zahlen fi=0, 1, 2 ..., v=0,1, 2 ..,
(mit Ausnahme von y = v = 0) resultirenden el)r in jedem Falle
als Mittelwerthe in Anspruch nehmen. Bedeuten aber , yv

yn positive, von Null verschiedene, reelle Zahlen, so ist auch fur
positive und negative ganze Zahlen y — 0, =1, =2 ._..; r =0,
+ 1, =2 ... reell und positiv, so dass * fir positive und nega-

tive y und v, wofern y + v nicht gleich Null, ein Mittelwerth ist.
Beispielsweise ist fur die doppelreihige Vertheilungstafel, die V;
8 4 zur Erlauterung dient,

fio == fioi = 0; «i = 2,4; £0 — 3,0; 2 — 3,0; f2 = 1,5;
£12 == 1,4; «2 = 18,6.

Diese Werthe bestimmen somit folgende, in Fig. 2 veranschaulichte,

mittlere Curven:
1) die Geraden X = 0 und y = 0, welche die Coordinatenaxen
AXAA und 71,BB darstellen; die Richtung der wachsenden
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X geht von nach B, die Richtung der wachsenden y von
Ay nach A;

2) die Hyperbel x-y — 2,4, welche die Coordinatenaxen zu
Asymptoten hat; sie besteht aus den beiden durch « mar-
kirten Curvenziigen;

3) die Geradenpaare x2 = 3,0 und yl — 3,0, von welchen das
erste CCj, CCI der y-Axe und das zweite DDh D’U\ der
x-Axe parallel ist;

4) die durch B, y, 6 markirten hyperbolischen Ourven x2-y=1,5;
X+y2—19; x21y? — 18,6.

Ilhre Schnittpunkte gehen mittlere Werthenpaare an. Yon denselben
fallen die Punkte %= =+0,3; y—+12,4 und x—+13,3; y=#%0,3,
in welchen d die Ourven B und y schneidet, nicht in den gezeich-
neten Theil.

b. Eigenschaften der Mittelwerthe.

Zwei Mittelwerthe und eQ), zeigen ein verschiedenes Ver-
halten, je nachdem ya— qv gleich Null oder verschieden von Null ist.

Ist
—Pixi "lh+ v +pnXniyl | (102

gha —Pixfeyl + 1+ +pnX'ni1yn |

und ya— qv nicht gleich Null, so kann man stets n Paare von
einander unabhangiger, reeller absoluter Werthe u{, W\ 111 un, vn
bestimmen und fur x =1, 2 ... n

XX = £ ux:vl; yx= & vx:ui
setzen, so dass
Wx-yl = £ uia~sv = Ux
Xl-yx=—= via~sv = Wx
und somit
—PIC] -)-PiL> + v v +PnCn |

=PIl +pPi2+ """ +pnvni /

sind sonach die beiden Mittelwerthe eUyv und eft,,, wenn
— qv nicht gleich Null ist, im allgemeinen von einander
Unabhéangig.

(103)
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Ist hingegen ya— qv — 0, so lassen sich vier ganze Zahlen
a, B, y, d angeben, so dass
ft—ya; v=yB
q = da; n=dR.

Setzt man nun fir x — 1, 2 ... n
X3 J = vy
und bezeichnet man die aus ut ... un gebildeten Mittelwerthe durch

Vj, so wird

iuwW = Piu\ + P2Uz + + v« + Pnun — {]r
t<ra—PIUI +PIM2 + 'Y F Pl = ife
oder
<i/ = %; C<f=Vi- (3.04;

DemgemalR gelten fur zwei Mittelwerthe £(v und £?j,,, wenn
ftff — £ = 0, die Beziehungen, an welche zwei, aus Einzel-
groBen gebildete Miittelwerthe gebunden sind, deren
Ordnungszahlen durch die groRten gemeinsamen Theiler
von ft und v resp. g und ff angegeben werden.

Eine allgemein giltige Beziehung zwischen drei Mittelwerthen
erhalt man auf Grund der Bemerkung, dass fir x =1, 2 ... n,
wenn xx nicht gleich yx ist,

(xx—yD2)>0 oder xx -f-y2 ~f> 2xx+ yx.
Es ist daher fir die aus beliebigen reellen GroRenpaaren r%, v,
. Xn, yn gebildeten Mittelwerthe «" o0 £0,2*} «,V
4,0 + £ = 21 <t\ (105)

Werden aber die GrolRenpaare dem Gebiete der reellen, positiven
Zahlenwerthe entnommen, so ist

BP0 WS g 8k
Denn xt1 yl ist das geometrische Mittel aus xx+'1yl+" und a9 y*
Somit gilt fir die aus reellen positiven GroRenpaaren xu >h

xn, Y, gebildeten Mittelwerthe eludie Un-
gleichung
CjL:;;é,_';/I:{'—_aa P tfiu—-g,-'\—/\L_Oa :.—;] ' c[«Lf_\:—v- (106)

Entsprechend ist fur positive und negative xx, yx
r-2< yyZaE)bl( yy) {XI _ yy) = 0 ’
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wenn y und Vv gleiches Vorzeichen haben, und fir positive Xx, yx
A+e YT + cyly + 1yl7°v =3 y*:

go dass unter der angegebenen Bedingung

_lo+lo+ft+v 2p+26+,u+v 2y+20+U+v 2p+20+u+» 107
E2p+,u+>-2T “T" GO,20+i.i+r > *2g+ft,2<r+v Gp+r, 2a-+fi ( )

fur die aus beliebigen reellen GréRenpaaren gebildeten Mittelwerthe und

u+v+f+o | u+vy+t+v li+
V+08  *1 MU+T, V+D 1~ *u—

Qitay . Q.f+» MR

fur die aus reellen, positiven GroRenpaaren gebildeten Mittelwerthe.

In diesen beispielsweise angefiihrten Fallen werden Functionen
der Argumente xx und yx hergestellt, deren Werthe gewissen Ein-
schrankungen unterworfen sind. Bei der Herleitung der Relationen
(104) hingegen wurde eine Function ux der Argumente Xx und yx
gebildet, um aus ux, w2 ... un Mittelwerthe zu gewinnen, deren Be-
ziehungen sich auf die Mittelwerthe £Ui, und e, Ubertragen. Hier-
nach stehen Uberhaupt zwei Wege offen, um Beziehungen fur die aus
GrolRenpaaren gebildeten Mittelwerthe abzuleiten. Bezeichnet ndmlich
f(xx, yx) fir x =1, 2 ... n eine aus Potenzwerthen Xxx1yl be-
stehende Summe, so ist

Pi + Fixi> ) + P1 + f[°hj yi) +eee—+ Pn + f(xn) yn)

rational durch Mittelwerthpotenzen «j)*' darstellbar. Sind nun die
Werthe von f[xx, yx) gewissen Einschrankungen unterworfen, so ge-
winnt man auf Grund derselben Ungleichungen fiir die Mittelwerthe
G,v Setzt man aber % = f[xj,  z¢ = f[xt, |12); . .. U,, = f(xn, «/,),
so Ubertragen sich die fur die Mittelwerthe

7jl — Pilll -+ ptU'l -{- + « + =+ pnN, un

geltenden Beziehungen auf die aus den GroRenpaaren XX, yx gebil-
deten Mittelwerthe e,,r.
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IV. Abhangigkeit,sbestinimuiigen.

§ 1. C.G., die von variirbaren Oonstanten abhangen.
Fehlerreihen.

Wird eine und dieselbe GroRe wiederholt beobachtet, so ergibt
sich im allgemeinen, in Folge der unvermeidlichen Beobachtungsfehler
eine Reihe von mehr oder minder verschiedenen Werthen, die einen
C.G. bilden. Die Exemplare des O.G. — die einzelnen Beobach-
tungen — sind von der beobachteten Grofe abhdngig; denn nur
unter dieser Voraussetzung hat es einen Sinn, Beobachtungen anzu-
stellen. Und die Abhéangigkeit muss sich darin zeigen, dass eine
Veranderung der beobachteten GrofRe zu einer in bestimmter Weise
verénderten Beobachtungsreihe flihrt. Die beobachtete GroRe ist
somit ein Parameter der Beobachtungsreihe.

Hieraus erhellt, dass Beobachtungsreihen Beispiele von C.G. dar-
bieten, deren Besonderheit in der Abhangigkeit von Parametern be-
steht. FUr einen und denselben C.G. bleiben die Parameter con-
stant. Verdndern sich aber ihre Werthe, so entsteht ein neuer C.G.,
der eine Transformation des urspringlichen darstellt; und die Ge-
sammtheit aller Werthe, die den Parametern zuertheilt werden kdnnen,
bestimmt eine Gruppe zusammengehoriger C.G.

Zwei in dieser Weise zusammengehdrige C.G. besitzen verschie-
dene Mittelwerthe. lhre Verschiedenheit beruht auf der Verschieden-
heit der Parameter. In der GesetzmalRigkeit, mit der sich
die Mittelwerthe andern, tritt daher die Abhangigkeit des
C.-G. von den Parametern zu Tage.

Ist z. B. ein C.G. gegeben, dessen Exemplare (in der Anzahl m)
ohne Rucksicht auf Gleichheit und Verschiedenheit durch U\ aZ2... n»
mit dem arithmetischen Mittel b = (% + a2 + +++ + am): m und
den auf b bezogenen Mittelwerthen t, = 0, €2, «3 ... bezeichnet
werden, und ist nur ein Parameter vorhanden, dessen Aenderung um
y eine gleich groRe Aenderung aller Exemplare des C.G. erzeugt,
— so ist, wenn durch a\, a2 .., am die Exemplare, durch b' das
arithmetische Mittel, durch t\ = 0, s2, 4 ... die auf b' bezogenen
Mittelwerthe des transformirten C.G. angegeben werden,

axX = aX -j- Y
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x =1 2 ... m und folglich
V=Db-(-y;, ¢[—e —0; =f£2i 8= 1 (M

jeder Abweichung ax — V eine gleich grofle ax — b zur Seite steht,
m”ird hingegen neben jenem Parameter noch ein zweiter vorausgesetzt,
dessen Aenderung die Werthe au a2 ... am in gleichem Verhéltnisse
beeinflusst, so dass

y = At dy I
furs =1, 2 ... w, so wird
y=l'b+y; ili=11£fl=0;, e2—Ave; e3==Are3; ... (2

da nunmehr aXx — b' = 11 (ax — 6) zu setzen ist. Im ersten Palle
andert sich somit nur das arithmetische Mittel um den némlichen
Betrag wie der Parameter, wéhrend die auf das jeweilige arithmetische
Mittel bezogenen Mittelwerthe dieselben bleiben; im zweiten Falle
dagegen erleidet das arithmetische Mittel die nédmliche lineare Trans-
formation wie die Einzelwerthe und es sind die Verhdltnisse der
Mittelwerthe unverénderlich.

Demnach muss eine Annahme beziiglich der Parameter eines
C.Gr. durch, das Verhalten der Mittelwerthe bei einer Verdnderung
der Parameter ihre Bestatigung finden; und es ist anderseits mdg-
lich, auf Grund einer fur die Mittelwerthe zusammengehoriger C.G.
constatirten GesetzmaRigkeit die Form zu erschlielen, in der die C.G.
von ihren Parametern abhéangen.

Ein die Transformation ax = ax  y bedingender Parameter ist
offenbar vorhanden, wenn eine objectiv gegebene Groéfie gemessen
wird. Denn es ist im allgemeinen gleichgultig, ob man unter gleichen
Umsténden etwa eine Strecke von 20 oder 30 mm auf einem MaR-
stabe abtrégt, oder die GrélRe eines Winkels von 15° oder 30° be-
stimmt, so dass die beobachteten Werthe hei verdnderter GrofRe in
der Hauptsache und im Durchschnitt vieler Félle nur um den Betrag
der GroRendnderung sich unterscheidenl). Man wird daher erwarten,

1) Sehnlich sagt Fe ebner (Collectivmallebre, S. 78): »Beobachtungsfehler
8md, allgemein gesprochen, wenigstens beziglich der Messung von Baumlangen,
Wesentlich unabhangig von der GroRe des zu messenden Gegenstandes, insofern
akht mit dessen GroRRe die Malmittel sich &ndern, sich zusammensetzen, com-
Piiciren; denn freilich die Beobachtungsfehler bei Messung einer Meile werden
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dass die in den duBeren Verhdltnissen und in der Individualitat des
Beobachters begriindeten Fehlbetrdge das eine wie das andere Mal
unabhangig von der Grofe des gemessenen Gegenstandes, zu nahe
den gleichen Mittelwerthen fiihren, und nur der jeweilige Werth
des arithmetischen Mittels verschieden ausfallt.

Dann ist das arithmetische Mittel das Kennzeichen fir
die wirkliche GroRe des gemessenen Gegenstandes, und zwar
in der Weise, dass einer Aenderung des Mittels eine gleich groRe
Aenderung des Gegenstandes zur Seite steht. Mangels eines An-
halts Uber die etwaige Abweichung des arithmetischen Mittels, die
durch besondere, bei jeder GroRenstufe in gleicher Weise wirkende
Fehlerquellen veranlasst werden miisste, wird man daher das arith-
metische Mittel ohne weiteres als den gesuchten GroRenwerth in An-
spruch nehmen.

Dies gilt ohne Rucksicht auf die Mittelwerthe =0, €2, € ..,
welche die Gruppirung der Fehler um das arithmetische Mittel be-
stimmen. Die Annahme, dass im arithmetischen Mittel der
gesuchte Werth einer wiederholt gemessenen Gréle sich
darbiete, ist daher von der Voraussetzung eines Fehler-
gesetzes und insbesondere von der Hypothese, dass das
arithmetische Mittel der wahrscheinlichste Werth sei, un-
abhangig.

Sind die Messungsfehler von der GrofRle des gemessenen Gegen-
standes unabhéangig, so ist es gestattet, zwei oder mehr unter gleichen
Umsténden entstandene Fehlerreihen wie eine einzige zu betrachten,
und Uberhaupt die Fehler der, unter Gbereinstimmenden Bedingungen
vorgenommenen Messungen einer Reihe gleichartiger GroRen so auf-
zufassen, wie wenn sie bei der wiederholten Messung eines einzelnen
Gegenstandes entstanden waren.

Dies kommt insbesondere dann zur Geltung, wenn es sich um
die Beobachtung verschiedener, von einander abhangiger GroRen
handelt. Dann bestehen Relationen, welche die Abhédngigkeit zum
Ausdruck bringen. Die verschiedenen Gréfien sind daher als Func-

groRer sein als bei Messung einer FuBBlange, aber nur, weil mehr und zusammen-
gesetztere Operationen zur Messung der ersteren gehoren; indess die Beobachtungs-
fehler bei Messung eines hohen Thermometer- oder Barometerstandes, allge®ein
gesprochen, nicht groBer sind als bei Messung eines niedrigen.«
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tionen einer kleinerent Anzahl unabhangiger Variablen f, y, C
aufzufassen, deren Werthe auf Grund der Beobachtungen zu be-
rechnen sind. Ist aber f(S, rj, | ., ) eine solche Function, so kann
s;e bekannthch in eine lineare Form gebracht werden, da man stets
hinreichend angenaherte Werthe %, Co ++ angehen kann, so dass
die Function fur den in Betracht kommenden Bereich der Argumente
M4 x, M + ./, &>+*eee durch

. , bf o/- 6/!
fil,7,S.+ @ ( el + *e-51 + ) W+
darstellbar ist, wo hohere Potenzen und die Producte von X, y, % .. .
vernachldssigt werden dirfen. Jedem beobachteten Werthe tritt
somit eine lineare Gleichung von der Form

a+Bx+yy+0z+ 1+ —0

zur Seite, wo a die Differenz des vorlaufig berechneten Werthes
/m(lo, »io, Co 1+ ¢ und des beobachteten Werthes /"(!, rj, C...) ist.
Und es gilt nun, aus dem Systeme der linearenGleichungen

«i +fit® +nNv+1=0
« ~b Rix“b JiVv-r'+—20
@ -i- tV' ~b 'MI -;eeee -0

deren Anzahl groRer als die Anzahl der Unbekannten x, y, ... ist,
ein Werthensystem der Unbekannten zu bestimmen.

Nun hat die Einsetzung irgend eines Systems von Werthen X,y,...
fur die Unbekannten das Auftreten einer Fehlerreihe Ju /NS$...
auf Grund der Gleichungen

ai + BIi® + Yiv + ' ' =
« ~r R-ix -b YtV ~b
@ -b Bsx +yav + '+ = A3

r Folge, so dass im allgemeinen verschiedenen Werthensystemen
* ?/... verschiedene Fehlerreihen entsprechen, und umgekehrt durch
(be Aufstellung einer geeigneten Bedingung, der die Fehlerreihe ge-
nUgen soll, die Unbekannten bestimmt werden kénnen.

Zu einer solchen Bedingung fiihrt die Anerkennung des Grand-
ies, dass die Beobachtungen einer Reihe zusammengehoriger
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GroRen so zu behandeln sind, wie wenn sie aus den wiederholten
Beobachtungen au a*, a3 ... einer und derselben GroRe herriihrten
In diesem Fall ist das arithmetische Mittel b der gesuchte Werth
Fir denselben ist die Summe aus den Quadraten der Fehler

i<KI —«2—Db\ Vi =at—hb; ... Kkleiner als flr jeden anderen, von
b verschiedenen Werth. Es muss daher auch fir die Gleichungen (3)

ein Minimum sein. Dies fihrt dazu, die Unbekannten x, y ... nach
der Methode der kleinsten Quadrate aus den Gleichungen

bjdg

Ix * bx  obx v =0
bjy 2 b£3
by + ~2 by + N\ by =0

zu berechnen.

Die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate
beruht demnach wesentlich auf der Voraussetzung, dass
die Beobachtungsfehler von der beobachteten GroRe un-
abhangig sindl). Denn nur unter dieser VVoraussetzung diirfen die
bei der Messung verschiedener, zusammengehdriger GréRRen auftreten-
den Fehler so aufgefasst werden, wie wenn sie bei der wiederholten
Messung einer und derselben GroRe entstanden wéren. — Die Haufig-
keit, mit welcher die verschiedenen Fehler sich einstellen, kommt
hingegen ebenso wenig wie bei der Annahme, dass das arithmetische
Mittel aus den wiederholten Messungen einer GréRe den gesuchten
Werth angebe, in Betracht. Die Methode der kleinsten Qua-
drate ist daher nicht an die Geltung eines bestimmten
Fehlergesetzes gebunden. Sie ist insbesondere von dem
Bestehen des gewodhnlichen Fehlergesetzes, auf welches
sie in der Hegel gegrindet wird, unabhangig.

Ist jedoch die Beobachtungsreihe nicht in der einfachen (die
Transformation ax = ff* -f- y bedingenden) Weise von der Grolle des

1} Man kann noch hinzufugen, dass die Fehler fur den Fall nicht linearer
Functionen T:$. «; C ... Kklein genug sein missen, um in der ndherungsweise
glltigen linearen Form (3) darstellbar zu sein.
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beobachteten Objectes abhéngig, so ist das arithmetische Mittel fir
sich allein zur Charakterisirung der Abhangigkeit nicht ausreichend:
es missen noch die auf das arithmetische Mittel bezogenen Mittel-
Berthe hinzutreten, die alsdann eine Bedeutung fur das beobachtete
Object gewinnen, und nicht mehr blof3 durch die zuféllig wechselnden
&uBeren Umstdnde und durch die individuellen Besonderheiten des
Beobachters bedingt werdenl).

Die Abhéngigkeit von Parametern ist aber nicht etwa auf
Beobachtungsreihen eingeschrankt. Jede Gruppe zusammengehdriger
C.G. fordert vielmehr die Annahme von Parametern und, wenn mdg-
lich, die Zerfallung in solche Untergruppen, die nur von einem Para-
meter abhéngen. Und zur Feststellung der Abhangigkeit dient die
Angabe der Verdnderung, welche der Ausgangswerth und die auf
den Ausgangswerth bezogenen Mittelwerthe des O.G. bei einer Ver-
&nderung des Parameters erleiden. In dieser Weise ist z. B. die
Variation einer Pflanzen- oder Thierspecies im Zusammenhang mit
dem Wechsel bestimmter Existenzbedingungen (wie Bodenbeschaffen-
heit, Klima, Ern&hrungsweise) zu untersuchen und festzustellen. Die
Theorie der C.G. tritt alsdann in den Dienst entwicklungs-
geschichtlicher Probleme und wird zur Grundlage fur eine
mit mathematischen Hulfsmitteln arbeitende Entwicklungs-
lehre.

Ein besonderer Fall solcher Abh&ngigkeit liegt vor, wenn ein
C.G. aus zwei oder mehr C.G. von bestimmter Beschaffenheit zu-
sammengesetzt ist. Werden z. B. nur zwei C.G. als Componenten
vorausgesetzt, von welchen der eine durch das arithmetische Mittel

h und die auf bl bezogenen Mittelwerthe eu = 0, «12, «)3 ... und
der andere durch das arithmetische Mittel b2 und die auf b2 be-
zogenen Mittelwerthe e2i =0, €22, €23 ... bestimmt wird, und ver-

halten sich die Anzahlen der Exemplare beider C.G. wie p 1 Q, wo

P+ q=1, so gelten fur den zusammengesetzten C.G. mit dem

arithmetischen Mittel b und den auf b bezogenen Mittelwerthen e,
die Beziehungen:

1) Dies gilt insbesondere beziiglich der Beobachtungsreihen der experimen-
len Psychologie und der Psychophysik.
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h = pby + qbp,
o —prleiv+ 11jdyv—l (B —&)+eme + (55 — &)’j
T H " (4)
+ I IjeZ,v+ | J«Z,y—V > T b + [ +(b-2—ft)j
v=lI, 2, 3....
Hieraus erkennt man, wie die Werthe 5 und er des zusammengesetzten
C.G. sich &ndern mussen, wenn die Art und Weise der Zusammen-
setzung, die in den Werthen p und g zum Ausdruck gelangt, und

die Constanten bu el?, s13.. oder b2, ei2, £is « in Folge eines Entwicklungs-
processes der einen oder der anderen Componente variiren.

§ 2. C.G., deren Merkmale in wechselweiser Abhéngigkeit
variiren. Correlation.

Wird ein C.G. durch das Variiren von zwei Merkmalen a und b
erzeugt, so konnen die Exemplare des C.G. sowohl mit Ricksicht
auf a oder b allein wie auch mit Rucksicht auf beide Merkmale zu-
gleich geordnet werden. Man findet alsdann, wenn der ganze Be-
griffsumfang des C.G. oder ein dem Gesammtumfange &ahnlicher Theil
untersucht wird, fur jede Abstufung des einen und des anderen
Merkmals und fir jede Combination der Abstufungen den zugehdrigen
Haufigkeits- oder Wahrscheinlichkeitswerth. Werden die mdglichen
Abstufungen von a und b durch die reellen, ihrer GroRe nach auf-

einanderfolgenden Zahlen a ... arund bu b2 ... bs bezeichnet,
und findet man fir ax, hx und die Combination (ax, b-) die Wahr-
scheinlichkeitswertlie ux, Vx, pxi (wo x die Werthe 1, 2 _.. r\ | die
Werthe 1, 2 ... s annehmen kann), so stellt sich der Ertrag der
Untersuchung des C.G. in folgenden drei Vertheilungstafein dar.
@) Ch ... . o jai
I(y U% R Uy
h b2 ... bs ()
i\ V2 ... WS
v «2 .ooar
h pu pit + 1 Prl
"2 Pli Pli o+ v Pri (T

bs Pu pPis 1+ . PrS
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Es ist hier:
ux — Pxt -+ Pxl+ . . u PXS

v —Pa +Pu+ 11. 4+ Prx
1 = Yjux =">nNn ="JPxX

Nun lassensich jedem der r Werthe ux je s Werthe wyA) vx...

y und jedemder s Werthe rA je r Werthe Uu., u-u 111 urxzuord-
nen, so dass einerseits fur 1, 2 ...r
PxI—leV,,l; pxl = Ux + Vx2; ... Pxs = Ux * V*
Vxl + V2 +eeef s = 1,
und anderseits fur 1 = 1. 2 ... 8
Pa — Vx1 Uix; Pli = VX+U%l; - ..Pf) —
Uu =— Uu =+ « + ¢« & U X = 2.

Die Yertheilungstafel (7) kann daher ebensowohl in

«i a-2 o ar
h . Ur«ng1 = . . U« Vi
bi Uvivn U2.vn ... U, .Vn (73)
bs Wlev)$ - -« Uy:-Vfs
wie auch in der Form
a-l ar
h wi.ua i\. « « « W - Uyi
h 9%iuyi V2iu2 1. . )
B (7b)

bs Vs UU Vs« U<is
dargestellt werden.

Es wird sonach hei Festhalten der Abstufung ax das Variiren
des Merkmals b innerhalb der Reihe blt b2 ... bs durch die Wahr-

8cheinlicbkeitswertbe wvxi, v-xi 111 vxs geregelt, wéhrend nach Be-
8luninung einer Abstufung bi die Abstufungen ar, a2 ... ar des
Merkmals a den Wabhrscheinlichkeitswerthen «u, uu . 1. urx ent-

brechend auftreten. Das Yariiren des Merkmals b erfolgt daher in
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Abhéngigkeit von dem Merkmal a, wenn die Werthe wA} w2 . v
mit x sich andern. Dann &ndern sich zugleich die Werthe «U) *

. uri mit I, so dass alsdann auch das Merkmal a in Abhangig]®
von dem Merkmale b variirt. Es ist hingegen keine Abhangig]®

vorhanden, wenn vxi, vx2 ... vxs von x und mithin auch »U) Un
uri von | unabhangig ist. In diesem Falle wird
W=Vu=Vu="'+=Vx,
— UyA o~~~ ttys

so dass die Darstellungsformen (7a) und (7h) mit einander (ber-
einstimmen und jede in der Gestalt

al a2 . e ar
% vy «2mVy ... UrLyy
Hy w22 «2'V2 . . . Uruswwv2 (70)
Uy kv, Utsvys 1 . . Urjys

sich darbietet.

Man gewinnt hieraus die Erkenntniss:

Zwei Merkmale a und b eines C.G. variiren unabhangig
von einander, wenn fur die Wahrscheinlichkeitswerthe n, v,p
der Vertheilungstafeln (5), (6), (7) die Relationen

PX>, = ux 1 VX 8)
fur x=12 ..7m; 1 — 1,2 ... s Geltung haben. Die Merk-
male variiren hingegen in wechselweiser Abhangigkeit —
es besteht Correlation — wenn die Wahrscheinlichkeits-
werthe diesen Relationen nicht oder nur theilweise gentigen.

DemgemaR ist das Bestehen von Correlation der allgemeine, in
der Regel auftretende Fall, wéhrend das génzliche Fehlen von Cor-
relation nur ausnahmsweise zu erwarten ist — ganz ebenso, wie die
Symmetrie eines C.G. nur einen Ausnahmefall gegeniiber der Asym-
metrie darstellt.

Die Anwendbarkeit der Relationen (8) wird aber dadurch beein-
trachtigt, dass die Wahrscheinlichkeitswerthe im allgemeinen nur
innerhalb gewisser Grenzen zuverldssig bestimmt werden koénnen. Es
ist daher angezeigt, auf Grund jener Relationen andere Kennzeichen
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der Correlation zu entwickeln, die sich auf die Mittelwerthe der
Vertheilungstafel (7) stiitzen.

Werden die auf ein beliebiges Wertbenpaar (c, d) bezogenen
Mittelwerthe fir q —0, 1, 2 ...; a=0, 1, 2 ... durch

e o — e — e e)

XA

definirt, so ist, wenn keine Correlation besteht, mit Riicksicht auf (8)

AV =22 u*(«* —Ce* =" — d'F-
X It

Es ist aber der Bedeutung von ux und Vi zufolge

4,0 == "M'XiP’x i

X

»—’\V [h—d)\

so dass
440° = 40 * ««%. (IO)

Umgekehrt folgen aus dem Bestehen dieser Gleichungen fur ¢ = 0,
1...r— 1, a—0, 1 ... s—1 die Beziehungen pxx — ux1vx, S0
dass die Relationen (10) an die Stelle der Relationen (8) treten kdnnen.
DemgemaR gilt der Satz:

Zwei Merkmale a und b eines C.G. variiren unabhangig
von einander, wenn die Mittelwerthe der Vertheilungs-
tafel (7) den Bedingungen

c+ij a
a — Sy 0 » «o.a

fir ¢ — 1,2 ... r— 1, a=1 2 ... s— 1 genugen. Es
besteht hingegen Correlation zwischen den Merkmalen,
wenn diese Bedingungen nicht oder nur theilweise erfullt
werden.

Die Werthe der Differenzen
4%° — ao G D)

firp=12...r—1 a—1, 2 ... s— 1 bieten sich somit
afs Kennzeichen der Correlation dar. Sie missen sammitlich gleich
Won at, Philos. Studien. XVII. 35
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Null sein, wenn das Fehlen der Correlation sicher gestellt sein soll-

wahrend jeder von Null verschiedene Werth das Vorhandensein von
Correlation bezeugt.

Die Correlation zwischen den Merkmalen a und b des
durch die Vertheilungstafel (7) dargestellten C.G-. wjrd
folglich durch die (r — 1)+ (s — 1) Werthe

0— Sj,a ej,0 ' «0a

fur ¢ =1 2 ... r—1 a—1 2 ... s— 1 vollstandig be-
stimmt und kann so vielgestaltig sein wie die Reihe dieser
Werthe.

Es werden allerdings in der Regel — von C.G. mit sehr be-
schrankter Vertheilungstafel abgesehen — die nach (Il, § 6) zur
vollstdndigen Bestimmung des C.G. erforderlichen r1s — 1 Mittel-
werthe sftff und demzufolge die [r — 1) « (s — 1) Werthe J,h,, nicht
insgesammt zur Verfigung stehen. Dies hindert aber keineswegs,
auch bei einem C.G., der durch eine kleinere Anzahl von Mittel-
werthen charakterisirt wird, von fehlender oder vorhandener Cor-
relation zu reden — soweit dieselbe durch die thatséchlich berechneten
Mittelwerthe zur Kenntniss gebracht wird. So werden beispielsweise
bei einem C.G., der durch die Mittelwerthe el0, €01, «u, «20, «o2i *2»>
£)2, «22 charakterisirt wird, die Werthe

2
*11 — *10 - *01 — 1
*21 %20 - %01 — ~21

”§2 — *10 *62 = dn
4 2. 2
¥ — ¥ 2 — 122

das Urtheil Gber Correlation bedingen (vergl. das Beispiel in V, § 4).
Es ist hingegen nur als ein Nothbehelf anzusehen, wenn blof3 ein
einzelner Zahlenwerth als »Correlationscoefficient« der Bestimmung
der Correlation zu Grunde gelegt wirdl).

1) Zur Ableitung eines solchen Correlationscoefficienten fiihrt die von Galton
zuerst entwickelte und durch Pearson wesentlich geférderte Auffassung der
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Um nun die Werthe a fur besonders einfach gestaltete Ver-
theilungstafeln etwas néher zu bestimmen, moégen die ri1s Werthen-
paare [ax — e, b>. — d) mit Beiseitelassen der leeren Paare (fir
welche das zugehoérige px% gleich Null ist) in eine einzige Reihe
von n Gliedern geordnet und durch (xt, 7)); (X2, ¥2) ... (X, Y»)
mit den zugehorigen Wahrscheinlichkeitswerthen p2, p2 ... pn be-
zeichnet werden. Zugleich sollen die Werthe x und y als recht-
winkelige Coordinaten der Ebene gedeutet werden. Dann tritt zur
Definition der Mittelwerthe an Stelle von (9) [entsprechend der
Formel 111, (96a)]:

4%a — Pi 1 X'iyi + Pi 1 XWi +==es2>< xlyl. d2
Durch  Multiplication mit pt + p2 + + ++ + pn = 1 ergibt
sich hieraus

=Pit xWi +pl+xhz + +

. P1P2 (Ayl - rtih) - . ..

Correlation. Galton sagt (Correlations and their measurement, chiefly from
anthropometric data; Proceedings Roy. Soc. London; Yol. XLY, 1888, S. 185):
>Two variable organs are said to be correlated when the variation of the one is
accompanied on the average by more ore less variation of the other, and in the
same direction. Thus the length of the arm is said to be correlated with that
of the leg, because a person with a long arm has usually a long leg and con-
versely.« Dem entsprechend griindet Galton die Bestimmung der Correlation
darauf, dass zu jedem Werthe ay ein mittlerer Werth pxlIbi + px2b2 + e + pxPJs
und zu jedem Werthe b2 ein mittlerer Werth pl2ai ~h p22a2 + Priar Se-
hort. — Pearson hingegen defmirt (Mathematical contributions to the theory of
evolution. HL Regression, heredity and panmixia. Philosophical Transactions
Roy. Soc. London; Yol. 187 A, 1896, S. 257): >Two organs in the same individual,
°r in a connected pair of individuals, are said to be correlated, when a series of
the first organ of a definite size being selected, the mean of the sizes of the cor-
responding second organ is found to be a function of the size of the selected
first organ. If the mean is independent of this size, the organs are said to be
uon-correlated. Correlation is defined mathematically by any constant or series
°f constants, which determine the above function.« Unter Voraussetzung des
‘normalen Vertheilungsgesetzes«, das bei Beschrankung auf eine Variable in das
gewohnliche Fehlergesetz Ubergeht, findet sodann Pearson die Correlation be-
stimmt durch den am Schluss dieses Paragraphen (15b) mitgetheilten Werth. — Eine
Darlegung der Methode Galton’s und Pearson’s gibt Duncker »die Methode
fier Variationsstatistik«, Archiv fir Entwicklungsmechanik der Organismen, V11,
1899, S. 148.

35+~
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Subtrahirt man hiervon das Product
«,0 » «0@a = pl 1 X\y\ + pi 1 X\y\ + + 1

+ P\Pi{x\yl + x\yfj + + |
so erhalt man

49%° — «1,0 1 «0,0 = PiPi (X'i — X'I) [Y\ — yt) + ¢+ + (13}
Demgemall ist der durch (11) definirte Werth jedenfalls dann
positiv, wenn fir alle voneinander verschiedenen Werthenpaare
[x,, th)i (xn ?y) die Producte

4 —xi) {yl —yi)
positiv sind. Bieten jedoch diese Producte durchweg negative Werthe
dar, so ist auch JQt0 jedenfalls negativ.

Um diese Bestimmungen zu verdeutlichen, werde in der &y-Ebene
eine Curve vorausgesetzt, auf welcher die n Punkte.”, y2), [x2, y2)

. (x,n y«) liegen.

Besteht diese Curve aus einem einzigen, durchweg steigenden
Zuge (Fig. 3a), der im ubrigen beliebig verlaufen mdége, so wachsen die
Ordinaten y, wenn die Abscissen x wachsen. Es ist daher, wenn
Xi < x2<<++vv <X, zugleich yl <[y2 <<++1 <<y,- Dann bestehen
aber auch fur g =1, 2, 3 =1, 2, 3 ... die Ungleichungen

)l <1< AP
i°~l < y\0-1 < —pro
so dass alle Producte
-1 - xin. ($-1 - ir%
fur welche p von v verschieden
ist, positiv sind. — Diese Producte
sind hingegen insgesammt negativ,

wenn der Curvenzug durchweg féallt (Fig. 3b), so dass bei wachsenden
x die y abnehmen; denn nun gelten die Ungleichungen

a-l< < <a

y\a~l = yla~| >mmm=> yi°~| |

Fig. 3b.

Verlauft jener Curvenzug vollstdndig im Gebiete der positiven
Ordinaten und wird demselben der zur a>Axe symmetrische (i®
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Gebiete der negativen Ordinaten verlaufende) beigesellt, so mdge die aus
beiden Zigen bestehende Curve (Fig. 4) durchweg steigend oder durch-
weg fallend heiRBen, je nachdem die absoluten Betrdge der Ordinaten
y bei wachsendem x sténdig zunehmen oder stdndig abnehmen. Dann
ist fur beliebige, auf den beiden Zweigen einer durchweg steigenden
Curve liegende Punkte \ytl <<|¥j|<<,,,<< \y»\> wenn Xf << x2 <e11

<;xn. Es bestehen daher fir gq=1, 2,3 ...;a=1, 2, 3...
die Ungleichungen
eI i<, 5

jreyit< 1<y
-
so dass die Producte
tar’ — *?-) 1« —yl").
A2p-l 2a P°st 4,-1.2.
wenn ft nicht gleich r ist, positiv Fig 4a. Fig. 4b.

sind. — Zugleich erhellt, dass
diese Producte insgesammt negativ sind, wenn die Curve durchweg
fallt, da alsdann die beiden Keihen von Ungleichungen

< i< <y
2/%0 §2/ﬁa = = y\za

aneinander geknipft sind.

Gehort hingegen der anfanglich ins Auge gefasste, durchweg
steigende oder durchweg fallende Curvenzug vollig dem Gebiete der
positiven Ahscissen an, und wird demselben der zur y-Axe symmetrische
zugeordnet, so soll auch die aus beiden Zigen zusammengesetzte
Curve (Fig. 5) durchweg steigend
oder durchweg fallend genannt
werden, je nachdem das eine oder

das andere von dem im positiven /

Abscissengebiete verlaufenden

Zuge gilt. Dann sind — wie

ohne weiteres klar ist — die Pro- la—i POS 1o to-1 nes-
ducte Pig. 5a Fig. 5b.

1 «B v (yi~l — £7)

fur verschiedene Wertlie u und v alle positiv oder alle negativ, wenn
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die Punkte beliebig auf einer durchweg steigenden oder durchweg
fallenden Curve gelagert sind.

SchlieBlich soll eine Curve auch dann noch als durchweg steigend
oder durchweg fallend gelten, wenn sie aus vier zur x-Axe und
y-Axe symmetrischen Ziigen zusammengesetzt ist, von welchen jeder
ganz innerhalb je eines der vier von den Coordinatenaxen gebildeten
Ebenenquadranten sich halt, und wenn fir jeden Zug die Zunahme
des absoluten Betrags der Abscissen ausnahmslos von einer Zunahme
oder Abnahme des absoluten Betrags der Ordinaten begleitet ist
(Fig. 6). Dann gelten fur beliebige Punkte dieser Curve die Un-
gleichungen

X <=US <+ < xI9
ya <yf<---<<tu

«> bei stdndigem "Wachsen, und die
Ungleichungen

(P <«®'Coe < 2

a ™ N X
y

. 2 2
Fig. 6a. yyer ~=If2 »

bei stdndigem Fallen. Es sind daher die Producte
x19 — x19) 1 (ylI° — ylI°),
wenn (i von v verschieden ist, alle positiv fir eine stdndig wachsende

und alle negativ fur eine stdndig fallende Curve.
Hieraus ergibt sich folgende Erkenntniss beziuglich der Werthe

fir¢—1,2,3.. a=1 2 3...
Liegen die Punkte mit den Abscissen ax — ¢ und den Ordinaten
bi — d auf einem einzigen Curvenzug, so ist nothwendig

positiv oder negativ, je nachdem der im Ubrigen beliebig verlaufende
Curvenzug durchweg steigt oder durchweg fallt. Gehdren jene Punkte
den beiden Zweigen einer zur x-Axe symmetrischen und durch die
X-Axe getrennten Curve an, so ist z/2,j_1)20 nothwendig positiv oder
negativ, je nachdem der im Gebiete der positiven Ordinaten ver-
laufende Zug durchweg steigt oder durchweg fallt. Besteht hingegen
die Curve aus zwei zur y-Axe symmetrischen und durch die «/-Axe

getrennten Zweigen, so ist z/2?i20-1 nothwendig positiv oder negativ,
je nachdem der dem Gebiete der positiven Abscissen’ angehdrende
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Oug durchweg steigt oder fallt. Wird schlieBlich die Curve aus vier,
2Ur x-Axe und y-Axe symmetrischen und durch diese Axen ge-
trennten Ziigen gebildet, so ist ™2+20 nothwendig positiv oder nega-
tiv, je nachdem der im Bereiche der positiven x und positiven y sich
erstreckende Zweig durchweg steigt oder durchweg fallt. — Dem-
gemdl sind alle Werthe J,h, nothwendig positiv oder negativ, wenn
jene Punkte einem einzigen, auf das Gebiet der positiven x und
positiven y beschrankten, durchweg steigenden oder durchweg fallen-
den Curvenzuge angehéren. Es gilt ferner das Gleiche fur alle
Werthe 2a, wenn der Curvenzug nur das Gebiet der negativen
Ordinaten meidet, und fur alle Werthe z/2,,, wenn der Curvenzug
bloR dem Bereiche der negativen Abscissen fern bleibt.

Ist insbesondere der durchweg steigende oder durchweg fallende
Curvenzug eine Gerade, die durch den Coordinatenanfangspunkt geht,
so geniigen die Werthenpaare (x1, yx); [x2, y2) ... [X, Yyn) den Be-
dingungen v/j = XxA; y2 — Xx2 ... yn = Xxn. Es ist daher in
diesem besonderen Falle

fff
e+o

oder, nach Elimination von X und Ausziehen der (q + u)-ten Wurzel
(wenn man bei geradzahligem g + a und negativem vom Vor-
zeichen absieht),

(14)

so dass die Differenzen » hei dieser ganz speciellen Art von Cor-
relation durch

dargestellt werden. Nun ist fir geradzahlige Werthe g + a stets

= f(xo und £90,04n = «,a (da weder q noch a gleich Null ist),
so dass die angegebenen Differenzen positiv und von Null verschieden
sind. Man kann darum fur geradzahlige g + a an Stelle von (11)
auch die Quotienten

(15)

als Kennzeichen der Correlation verwenden. Man erhéalt so fur
£E=<=1



538 Grottl. Friedr. Lipps.

(15a)
oder, wenn die Ausgangswerthe ¢ und d — wie in der Regel ge
schehen wird — so gewahlt werden, dass ell = ell = O,

(15b)

Dieser zwischen + 1 und — 1 schwankende Zahlenwerth ist der
»Correlationscoefficient« Pearson’s, der hier als erstes G-lied in
einer unbegrenzt fortsetzbaren Reihe von Correlationscoefficienten
auftritt. Diese Quotienten konnen aber nur dann zweckmalRig zur
Bestimmung des correlativen Verhaltens verwendet werden, wenn es
sich unzweifelhaft um die angegebene ganz specielle Art von Cor-
relation handelt. Liegen némlich die Punkte (x{, ?/); [x2, y2)
(xn, yn) nicht auf einer Geraden, sondern auf einem einfachen Curven-
zuge anderer Art, so treten an Stelle von (14) andere Relationen,
die in gleicher Weise die Correlation in vollkommener Ausbildung
charakterisiren.

V. Die Anwendung der Theorie.

§ 1. Die Berechnung der Mittelwerthe ev.

a. Die Biersteilung aquidistanter a und die Wahl
des Ausgangswerthes.

Wollte man die Mittelwerthe ct, e2 +++ ev der Vertheilungstafel

20 (18 ... Chi
)'Rz ( y O

Zij | v %H
fur einen beliebig, aber bestimmt gewahlten Ausgangswerth b ohne
weiteres berechnen, so musste man die Abweichungswerthe
(«¢* —b), (ax — bj2 ... [ax — by
fur . =1, 2, 3 ... n mit den zugehdrigen Haufigkeitswerthen **
multipliciren, die Abweichungssummen



Die Theorie der Collectivgegenstande. 539

m:+ % =-">2zx[ax — Db

m1 e\ = ygy®* — )

@
©Er — /\7

bilden und nach Division mit m —% + + ++ + schlieflich
die Werthe «t, £2 + ++ ev ableiten.

Die Ausfiihrung dieser Berechnungen ist indessen so mihevoll,
dass man sich in Fallen, wo die Gultigkeit des gewohnlichen Fehler-
gesetzes vorausgesetzt werden darf, auf die unmittelbare Bestimmung
des Mittelwerthes der einfachen, ihrem absoluten Werthe nach ge-
nommenen (auf das arithmetische Mittel als Ausgangswerth b be-
zogenen) Abweichungen

beschrénkt und bereits den Mittelwerth zweiter Ordnung « auf Grund
der bekannten, fir jenes Gesetz zutreffenden Formel

Nvn —ely?2
mit einer bei groBem m hinreichenden Anndherung ermittelt.

Eine derartige mittelbare Bestimmungsweise ist aber hier aus-
geschlossen, da die Mittelwerthe so, wie sie von der Erfahrung dar-
geboten werden, der Yertheilungstafel zu entnehmen sind, um in den
zwischen denselben bestehenden Beziehungen etwaige Gesetzméalig-
keiten der Yertheilungstafel erkennen zu kénnen. Man wird darum
winschen, das Bechenverfahren moglichst einfach zu gestalten. Diesen
Wunsch soll die im Folgenden entwickelte Berechnungsweise der
Mittelwerthe befriedigen, wobei nur zu beriicksichtigen ist, dass es
sich nicht bloR um die Aufstellung, sondern wesentlich um die Her-
leitung und Begriindung der an sich einfachen Bechnungsregeln
handelt.

Es wird hierbei vorausgesetzt, dass die a-Werthe der Yertheilungs-
tafel (1) &quidistant sind. Ist dies nicht der Fall, so sind die a-
Werthe durch Einschieben leerer a (deren % gleich Null ist) aquidistant
zn machen, was sich stets erreichen lasst, da die a-Werthe als Merk-
zeichen fir unterscheidbare Varianten um endliche Betrdge von
einander verschieden sind und die Gesammtheit der denkbaren und
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unterscheidbaren Varianten immer durch eine dquidistante Zahlen
reihe markirt werden kann (vergl. H, § 3). — Nur dann, wenn die
Endabtheilungen ausgedehnter Vertheilungstafeln so regellos zer
streute % aufweisen, dass erst nach Einschieben einer sehr groRen
Anzahl leerer a eine dquidistante Reihe entstehen wiirde, wird man
die darzulegende Berechnungsweise auf den regulédren, mittleren Theil
einschranken und die vereinzelten a der Endabtheilungen gesondert
in Rechnung stellen. Die Behandlung solcher Féalle bedarf jedoch
keiner besonderen Erdrterung.

Da man von den flr einen bestimmten Ausgangswerth berech-
neten Mittelwerthen zu den fiir einen anderen Ausgangswerth gel-
tenden Mittelwerthen nach 11, (22) nachtréglich Ubergehen kann, so
ist man nicht darauf angewiesen, den durch die Bedirfnisse der
Untersuchung als Norm geforderten Ausgangswerth b (in der Regel
das arithmetische Mittel) zu Grunde zu legen. Man kann vielmehr
den Ausgangswerth zundchst mit Ricksicht auf die Bequemlichkeit
der Rechnung wéhlen und dann erst den normalen Ausgangswerth
einfuhren.

Wegen der vorausgesetzten Aequidistanz der a wird man mit
Vortheil einen der a-Werthe selbst als Ausgangswerth wahlen: etwa
den mit dem Maximal-* behafteten oder den in der Tafelmitte
liegenden. Die Abweichungswerthe sind alsdann positive und nega-
tive Vielfache des Intervallwerthes i, der je zwei aufeinander-
folgende a-Werthe trennt.  Zugleich zerlegt der Ausgangswerth
die ganze Vertheilungstafel in zwei Abtheilungen, von welchen
die eine die positiven, die andere die negativen Abweichungen
enthalt.

Ist die Anzahl n der Intervalle oder der «-AVerthe so grof,
dass die beiden Abtheilungen (oder je nach der Lage des Ausgangs-
werthes nur die eine oder die andere) unbequem lang wirden, so
kann man statt nur eines Ausgangswerthes deren zwei (oder noch
mehr) wahlen, jedem einen Bereich der Vertheilungstafel zuweisen
und fir jeden Bereich gesondert die Abweichungssummen berechnen,
um schlieflich von jedem der beiden Ausgangswerthe zu dem nor-
malen Ausgangswerth (berzugehen und aus der Summe der beiden
Abweichungssummen nach Division mit m (und Ausziehen der Wurzel)
die gesuchten Mittelwerthe zu gewinnen.
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Setzt man der Einfachheit wegen -voraus, dass die Annahme nur
eines Ausgangswerthes, der a0 heien mdge, geniigt, so tritt an Stelle
der Reihe au a2 ... a, der Vertheilungstafel (1) die aus negativen
und positiven Vielfachen des Intervalls i1 bestehende Reihe

— % i, ...—2i, —i1,0, 1, 2j, SO oA

wo % + fh + 1 = n+ Dementsprechend sind auch die Haufigkeits-
werthe %, x2 + ¢ durch

Z—n\, 1+ £2, 1j ~0j -H; "2 1-.
zu bezeichnen, so dass die Vertheilungstafel (1) in der Form

—nxi ... —2i, —i,0, i, 2i, . . n2i ~

%—ni ¢ ¢ ¢ nN=21 j Joo%w2 e N2

sich darstellt. Die auf den Nullwerth bezogenen Mittelwerthe dieser
Tabelle, die zur Unterscheidung von den auf den normalen Ausgangs-
werth bezogenen Mittelwerthen el? «2+ 11 £v durch r2 ...rv an-
gedeutet werdenmdgen, erhalt man alsdann aus den Abweichungs-
summen

y—wi X=H2
Mith = — il Yjx — il AL
X=i
y—\ 2=H2
m. il = i°1 %%m%-
x=1 A:].

m- v — {—if —)}j A Xt+T-"r.zt

y.=I A=1

Hieraus wird ersichtlich, dass es sich zunachst darum handelt,
Summen von der Form:

1% f-2+  + v &
11% + 2 CHnKXn = Z7F ©)
1% + 2Ve X2+ v =4 nve m/*&x

WO n den Werth von ns oder von w2 darstellt, zu berechnen.
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b. Die Berechnung der Summen
X, M-I VA VAR 412

Aus den zu der Reihe n, n—1 ... 3, 2, 1 gehorenden Haufig-
keitswerthen zn, ... X3, 22, % leite man durch successives Auf-
summiren v weitere Reihen ab, die man in einer Tabelle von folgender
Form zusammenstellen kann:

n sl) L sr
n—1 ¢&n-1 & «P Srb &
v+1 + s(l) (2L, s™>  Shir

\ Al D r+1 "(2) v-f-t S emevel S,
vV — 1 «<V-i ng—r+2 0@ r+2 P |S,—I

2 n2

*1 si

In derselben ist

Si — Zn -f- Zn—\ ,
Sn—2 — Zn =+ %n—1 <+ + ¢+ + Z3
Sn—1 — %n = %n—1 — v+ 4 Z3 —+ X2 |
P
& )
S@)—z = sgl) 4—S£1) -+ ~r gp—z ,

Uu. S. w,
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50 dass schlieflich durch Fortsetzen des Summationsverfahrens

D=y,
W = sl + §f

e, =«r)+ M)+ -+ %1

resultirt. Es ist sonach allgemein

£>=ei + *i") ?)
furl=12.. » x=1 2...n—X wenn
4'==0 und sh — -+

gesetzt wird.
Berechnet man nun noch in (6) durch directes Summiren aller
Glieder jeder Yerticalreihe die Summen
Sq I— + AL+ T+
si=8) + 4} + .00+ s
s> =1 +4) + v+ 8§

(8)
SUj = JT4) + 4"+ 1 + 8(?:'\')+I
5,, = A* -+ 4I’) =+ o]0 + 5“—)—.\/')
so ist der Bildungsweise der s-Werthe zufolge
51 =~N(H-1) »*,,
5) =2rfti- A== ' *
1.2
C=DC-QK0—=3
1.2.3 ©)
. (X—D(x—2) .. (x—Vv+I)
s 22 1.2 .. (y—1 !
IXx—1x—2 .. x—V)
1.2 .
wo durch iS die Gber x = 1, 2 ... n erstreckte Summation ange-

deutet wird.
Auf Grund der Bedeutung der Werthe 4-i, 422 + v+ 4, -r+i,

s»-y bestehen aber auch die Gleichungen
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SO — sv—i +
O _dd, i dl)
$2 — 4>_3 —+ 4*—2> (10)

1 — SMv—v | QR>‘—‘r1_)f_|'

Sie dienen zur Controlle fir die Richtigkeit der nach (8) berechneten
Werthe SO, 8l ... Sv-i, so dass nur fir S,, eine doppelte Ausfiihrung
der directen Summation zur Sicherstellung gegen Bechenfehler
nothig ist.

Hat man so durch einfache Summation die Werthe SO, Slt
... Sv gefunden, so gelangt man auf folgende Weise zu den ge-
suchten Summenwerthen

o Jt, zZx v Y?, - - %X ¢ Xv.
Aus den Gleichungen
Xs=(x—1) + 1,
X=x—1)x—2) +3x—1) + 1,
XN=—D)Xx—2)x—3) +6x—1)x—2) +7(x—1) + 1,
u. S. w.

ergehen sich mit Ricksicht darauf, dass nach (9)
NC-D*F,=8; 23— (F-2) Hy=2192;
VX—)xXx—2)(x—3)«tzx=6+S3; U S W

die Beziehungen

ANuxoX = Aj + &
zZXx'x2=2+S2+ 3+ + SO,

X3I=0¢$3 + 1282 + 781 +
u. S. w.

Um aber allgemein den Zusammenhang von “~%x +y mit $o,

St...Snfiur A=1 2 ... v zu erhalten, mbge vorlbergehend das

Product
x—1)x—2) ... (x—1) durch x;

bezeichnet und die A-te Potenz von X in der Form
=g +4" +4 +o0 + L+ 4" ay
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vorausgesetzt werden. Da, der Definition von x* zufolge,
X1 =*x o [x—X—1) oder x+ —xi+i+ X+ 11
so erhélt man aus (12) durch Multiplication mit x
XI+i = Xx+i + {cf + X + 1) XX + {cf + A+ cil') Xx-a
+ (ci3) + (1 — 1) cf) XA2 + o1 + (4 + 24A 1) Xt + cf.
Es ist aber auch, wenn in (12) der Index X durch X+1 ersetzt wird,
XA — Xx+1 + 4HT o XX+ A+ XK1+ 00+ A+ + 444
Der Vergleich beider Darstellungsformen fiihrt daher zu den Rela-
tionen:
+ 1+ *i =cf + 1-4*
=, =»> +2 ocf+77; =

aus denen das Bildungsgesetz fiir die Coefficienten c¢ erhellt. Es ist
sonach allgemein

4° = cfli + A — (i + 1) » cjtill (13)
fuirXx=12...r; (=1 2...X wenn furp—1

f =4-i+ 1, also 4-i =1
und fir \i =X

cf —4Vil), also 4-i =0

gesetzt wird. Da /. = x, + 1, so ist Uberdies 4l) = 1 und somit
auch cf = 1.

Fur die Werthe cf kann demgemé&R folgende, dem Bildungs-

gesetze (13) genigende Tabelle, die beliebig weit fortsetzbar ist,
hergestellt werden:

T/ R E N N R
« 1 0 0 0 0 0 0 0
e 3 0o 0 0 0 0 0
g 6 1 0 0 0 0 0
¢ 10 25 15 1 0 0 0 0
15 6 9 3 1 0 0 0
21 140 350 301 63 1 0 0
¢ 28 266 1050 1701 966 127 1 0
e 36 462 2646 6951 7770 3025 255 1
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Hier ist ér] die in der A-ten Horizontalreihe und u-ten Verticalreihe
stehende, zu Ci und cn) gehorige Zahl. Sie entsteht dadurch, dass
die in der ndmlichen Verticalreihe unmittelbar vorangehende Zahl cf
um den (I — u + lj-fachen Betrag der links von der letzteren
stehenden Zahl ctl* vermehrt wird.

Die Coefficienten cf sind somit ihrem Werthe nach bekannt
Um aber eine allgemein giltige Darstellungsweise zu erhalten, setze

man in (12) der Reihe nach x =1, 2 ... u—+ 1. Man gelangt so
zu den Gleichungen:
1* ]
= 4» 4 cfl) ml,
pA = 4» 4 cfl) apr— 1)+ Ci™) o )20,
R +1* = cf 4 cfly,y 4 o + 4- 2 + 4"m..2-1

Hieraus ergibt sich))
cw ~,

I-2.CiA_2)= 3" — 2 + 2%+ I\
K = (Fi+1f=( -+ (J) LFI—1F— v+ () 26 £ 0.

Auf Grund dieser Bestimmungen sind die Coefficienten cf ebenso
wie beispielsweise die Binomialcoefficienten als bekannte Zahlen an-
zusehen und zu verwenden.

Demgemé&l folgt aus (12) nach Multiplication mit xx und Aus-
fihrung der Summation von x = 1 bis x = n die Gleichung

XXX yXexx —+ eit XN -Foovef-clMm2

aus der, da nach (9)

1) Man bericksichtige, dass

) [ft—v+1)—  (*—1) (s)<"-2>- D—e"

<= p e [p—v+ 1) fn+ Jond =0,

wenn .« von Vv verschieden ist.
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ANz, —ASn; firA=1,2 . ..v
schlieBlich die gesuchte Beziehung in der Form

=2 x* o x* = X\ Si + cf (A—1)! 1+ cf (1-2) A, 2 +

+ cf-I*S, + So 16)
sich ergibt. Insbesondere ist
Y.— - Sq,
22zxy? = 2.S2 + ¢$)-SL + (),
Nzxy =6+ 4-C312:$2 + c¢FSi + So, (16a)

= 24+&t + cf+6+A3 + cf*124S2 + cf+Si + SO,
Ax*-*5 = 120-S5-f-cf-24-Ai-[-cf-6-Aj +cFe2052+ef-£i+£0)

Setzt man hier die Werthe von cf* aus der Tabelle (14) ein, so er-
halt man wiederum die Beziehungen (11), deren Bildungsgesetz nun-
mehr aus (16) in Verbindung mit (14) oder (15) erhelltl).

c. Der Uebergang zu den Mittelwerthen.

Um nun die Mittelwerthpotenzen rji, ij2, ... rjl der in der
Form (3) vorausgesetzten Vertheilungstafel zu finden, sind die S-
Werthe der positiven und der negativen Abweichungen vom vorlaufig
gewahlten Ausgangswerthe a0 durch den Summationsprocess (6) zu
bilden. Werden die 6'-Werthe fir die positiven Abweichungen durch

1) Wird in der Tabelle (6) zv=%1=111—xn — | gesetzt, so erhdlt man
die »Tafel der figurirten Zahlen« von Jakob Bernoulli (Ars conjeotandi,
1. Theil, Ostwald’s Klassiker, Nr 107, S. 88), welche zur Bestimmung der Potenz-
summen fur die Reihe der natiirlichen Zahlen dient. Die oben entwickelte Be-
rechnungsweise der Summen ~ »x+xx kann daher als eine Verallgemeinerung
der von Bernoulli gegebenen Ableitung der Summen 2 x* aus den Summen
der figurirten Zahlen angesehen werden. Die Bestimmung der einfachen Summe
27> durch die Summe der sf, sf *+1 sT findet sich schon (als N-Verfahren
bezeichnet) inPechner’s Collectivmallehre, S. 144, 146, wo eine Abhandlung von
Elliott (on the military statistics of the United States of America, Berlin 1863;
international statistical congress) als Quelle bezeichnet wird. Die Mdglichkeit,
durch successives Aufsummiren die Potenzsummen 2 %y 1 x* hoherer Ordnung zu
berechnen, scheint unbeachtet geblieben zu sein.

Waundt, Philos. Studien. XVII. 36
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S&. & & ... 8
fur die negativen Abweichungen durch
ST, ST, st ... ST

bezeichnet, so erhélt man auf Grund von (16) und (14) die Formeln-

m = St + Z0 + So,
mrn = i \(St — ST) + (St — %-)},
mt]2 =i {2("2" -j- S2) + 3(Si" + Si ) + (St + So0)},
= #{6(Sf — ST) 4- 12(Sf-Sr) + 7{St — ST) + (St — S,~)},
mrjt = i4i24(S?- + ST) + 60(# + ST) + 50(S? + ST)
+ 15(St + Si) + (St + So0) ],
mrjl = i5j120(S+ — ST) + 360 (St — ST) + 390 (S+ — ST)
+ 180(S} — Si) + 31 (St — Sj ) + (S0" — So)J,
mrjl == iej720(st + S*) + 2520(S+ + S~) + 3360(S+ + ST)
+ 2100 (S++Sr) + 602 (St+ST) + 63 (St+ST) + (So++S-)},
und allgemein:

mrjl = irW\ (St = ST) + 4° (v—1)! (Sjti % ST-1) !
+ C®®—2)!(S," L2t Sy_DH——  ANSjAdrSi )+ (SAdrSo )j |

wo fur gerades v die Summe und fiir ungerades v die Differenz der
S-Werthe zu nehmen ist.

Soll jetzt an Stelle des Ausgangswerthes a0, welcher fir die
Yertheilungstafel (3) vorausgesetzt wurde, der als Norm geforderte
Ausgangswerth b der Yertheilungstafel (1) treten, der von a0 um den
Betrag | differiren moge, so ist der Uebergang von rjt, rp, rji 11+
zu den fir den normalen Ausgangswerth geltenden Mittelwerthen in
Uebereinstimmung mit 11, (22) mittelst folgender Formeln auszufiihren:

«a =Vl — I
g2 = rji — 2rjil + 1 |
w = —3i2 + 3nnr— <« A8,
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Dient insbesondere das arithmetische Mittel als normaler Ausgangs-

werth b, so ist | = rjl und man erhélt
b =al + 7fr oder =0,
4 — rjl — 3}2»2i + 2r]f, ' (18a)

Diese Werthe sind noch wegen der Endlichkeit des m zu cor-
rigiren, falls die hierdurch bedingte Aenderung in Betracht kommt.
Dabei ist die Formel (25a) des Il. Capitels zu Grunde zu legen,
wenn nicht aus der allgemein giltigen Formel (25) ebendesselben
Capitels geeignetere Specialisirungen durch wohlbegriindete Annahmen
abgeleitet werden konnen. Es sind ferner nach 11, (23) die mittleren
Fehler Mv fur sr zu berechnenl), um einen Maflistab fur den Grad
der Sicherheit, welcher den gefundenen Werthen zukommt, zu er-
halten. In den Eigenschaften der nach Madglichkeit berichtigten und
gesicherten Mittelwerthe zeigt sich schliellich die Gesetzméligkeit der
Vertheilungstafel. Hierbei kommen nicht nur die (im UL Cap., § 4,
abgeleiteten) allgemein giltigen Eigenschaften der Mittelwerthe, son-
dern auch die fur besondere Vertheilungsgesetze (IH, § 5) zutreffenden
Beziehungen zwischen den Mittelwerthen in Betracht. Insbesondere
werden die das gewohnliche Fehlergesetz charakterisirenden Be-
ziehungen, die als Specialisirungen von HI, (94) angegeben sind, zum
Vergleich heranzuziehen sein.

d. Beispiele.

Als erstes Beispiel moége die am Schluss von IH, § 3, mitgetheilte,
den Untersuchungen von Muller und Schumann Uber das Ge-
dachtniss entnommene Vertheilungstafel dienen. Als Ausgangswerth

1) Der bei Berechnung des arithmetischen Mittels b oder des Mittelwerthes
el =0 zu befurchtende mittlere Fehler ist inshesondere gleich

—— oder
y?n

36+
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ao wahle ich den Werth 7, dessen zo = 16 ist, und erhalte durch
successives Summiren die Tabelle:

a % sp @ sm) 4 sy sp
4 1 ¢ 1 0 0 0 o0
5 12 13 |

6 13 14

716

8 7 41

9 4 15 58

0 4 11 26 63

11 4 7 15 32 51

2 1 3 8 17 3 2
3 0 2 5 9 14 20 8
14 1 2 3 6
5 1 1 1 1 1 1 1

Es ist folglich So+ = 22; S6 = 26; z0 = 16; Sf = 41; ST = 14,
St =58; ST = 1; St =63; S3 —0; u.s.w. Das Einsetzen dieser
Werthe in (17) fihrt, da i = 1, zu m = 64; m?jl = 23; mrjl = 331,
mrjl = 1247; mrji = 8827; m” = 57263; mi}S = 416451 oder
ri = 0,36; ~2 =5,17; ™~ = 19,48; ™~ = 137,9; ™ = 895; ™ = 6507.
Das arithmetische Mittel ist daher b = 7,36, und die auf das arith-
metische Mittel als Ausgangswerth bezogenen Mittelwerthe werden
nach (18a) durch

«i =0; sl=0504; el =140; ei =114, 4 = 670; et = 4830
bestimmt. Die Correction dieser Werthe wegen Endlichkeit von m
mittelst der Correctionsformel (25a) des IL Capitels ergibt
() = 0; (e2p = 5,12; («)* = 14,2; (ed)d = HB; (e5)5 = ™2;
(e¥)« = 5240
mit den nach Formel (23) des namlichen Capitels berechneten mitt-
leren Fehlern
Ml ==*028, Mi==12; M:= =+ 09,

Zur Berechnung der mittleren Fehler fur die Mittelwerthpotenzen
vierter und héherer Ordnung muiissten die Mittelwerthpotenzen achter,
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zehnter Ordnung u. s. w. bekannt sein. Eine untere Grenze fir M\

erhélt man zwar aus der Formel 111, (60a), da auf Grund derselben
el 702 5240-118-5
ifi My > 64 M4 1 M2 = 64 ;

und somit der absolute Betrag von Jf4 der ersten Ungleichung zufolge
groBer als 39 und der zweiten Ungleichung zufolge groBer als 63 ist.
In entsprechender Weise erhélt man aus

5240
Mh 1 Mx=> g

fur Mb die untere Grenze 292. Man gewinnt aber ohne besondere
Mihe eine hinreichend genaue Bestimmung von if4, Mb und Jf6,
wenn man die mittleren Fehler von rjt, r/J, rjt berechnet und als
naherungsweise fir 4 4 4 gultig ansient. Aus dem hinreichend
weit ausgefuhrten Formelsysteme (17) folgt ndmlich ohne weiteres
4 = 363000; = 214.105; rj\l = 129.107, so dass

M4 = x73; ML= =+ 570; M6 = = 4200.
Zu den Wurzelwerthen ubergehend findet man schlieflich, wenn die
r-tcn Wurzeln von el + Mv und el — Mv dem Werthe sv in Klam-

mern beigefiigt werden, folgendes System von Bestimmungsstiicken
fur die gegebene Vertheilungstafel:

b=736+028; & =226(251;199); e = + 2,42 (2:85; 1,73);
ot = 3,30(3,72; 2,59); «& = + 3,71(4,18; 2,66): ee = 4,17(4,60; 3,18).

Diese Werthe bilden die Unterlage zur Beurtheilung von Besonder-
heiten des untersuchten C.G. und zum Vergleich mit anderen C.G.
verwandter Art.

Als zweites Beispiel entnehme ich den Beitrdgen zur Collectiv-
mallehre von F. Werner]) die von Bruns ausgefiihrte Bestimmung
der Anzahlen, wie oft innerhalb der ersten tausend Spalten des
Thesaurus logarithmorum von Vega in jeder Spalte eine Null in der
zehnten Decimalstelle auftritt. Es fanden sich 6 Spalten mit je einer
Null, 36 Spalten mit je zwei Nullen, 78 Spalten mit je drei Nullen
in der zehnten Decimalstelle u. s. w., so dass, wenn a die Anzahl
der Nullen und % die Haufigkeit ihres Auftretens bezeichnet, die

1) Philosophische Studien XV, 1900, S. 458.
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folgende Tabelle die Grundlage fir die rechnerische Behandlung fi
C.G. bildet:

a X sl) @ sy S ap =o
0 0 0O 0 0 0
1 6 6 6 6 6 0

2 36 42 48 54 6

3 78 120 168 60

4149 269 222

5 161 437

6 183

7 134 504

8 114 253 432

9 74 139 251 280

10 34 65 112 181 139

11 19 31 47 69 99 52

12 10 12 16 22 30 40 14
13 2 6 10 12
14 2 2 2 2 2 2 2

Da somit 67 = 387; 67 = 430; za = 183; Sf = 504; 67 = 437
u. s. w., so erhélt man durch Einsetzen der 6'-Werthe in (17):

m = 1000; m = 0,024 ; rjl =4,948; ~ = 4,266; ™ = 7151,

4 = 1798; rjl = 1796.

Demnach ist das arithmetische Mittel b — 6,024 mit dem mittleren
Fehler = 0,070. Da dieser Werth nur um einen geringen Betrag
von dem anfanglichen Ausgangswerth al — 6 verschieden ist, so
kénnen die rj-Werthe ohne weiteres als die fir den Ausgangswerth b
glltigen «-Werthe angesehen werden. Auch kann man auf die Cor-
rection wegen Endlichkeit von m verzichten. Man gewinnt so (wenn
noch die Werthe ™~ = 65770; = 3079-103; r$ = 1666-105 aus
der obigen Tabelle abgeleitet werden, um die mittleren Fehler fir
)4, 4 und 4 angeben zu konnen) folgende Bestimmungsstiicke fir
den vorhegenden O.G.

b=16,02 0,07, « =222 (227; 217); £3 =+ 16 (1,8; 14);
64 =291 (2,98; 2,83); 5=+ 28(3,0; 26); e6 =35 (36; 33).
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Als drittes Beispiel benutze ich die in Fechner’s Collectiv-

maklehrel)

behandelten Male fiir den Yerticalumfang (genauer

»Ldnge des Scheitelbogens«) von 450 europdischen Mannerschédeln.
Die von Welcher gesammelten Malle geben die L&ngen in Milli-
metern an und variiren von 368 mm bis 448 mm. Um die hierdurch
bedingte Ausdehnung der urspriinglichen, »priméren« Vertheilungs-
tafel zu verringern, nehme ich nach Fechner’s Vorgang eine Re-
duction auf Intervalle von je 5 mm vor und gehe von folgender

Tabelle aus:
a

368
373
378
383
388
393
398
403
408
413
418
423
428
433
438
443
448

Man erhalt folglich auf Grund von (17):

m = 450 ;

%

17
24
36
41
59
65
65
51
40
17
19
4
2
2

mrji = 5.22;

mrjt = 54.74304 ;

wonach

126
297

304
135
84
44
27
8

4

2

mrjl = 54,25372;

S s@  SW o s6)
1 1 11
4 5 6 7
12 17 23 30
37 54 11 38
86 140 107
171 217
311
317
169 243
85 148 139
41 63 95 58
14 22 32 4
6 8 10 12
2 2 2 2
mrj\ = 25.344 ;

mrjl

s(0)

1
8
9

16
14

= 5).292;

mrjt = 5e.2468784,

7i=0,24; 12=191; r/|=81; 1»=103200; 772=176000; 70=2857.10'

1) Vergl. S. 101, 134, 280 des Fechner’schen Werkes.
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Zu setzen ist; es ist ferner
rl = 918-10s; rj\l = 1149-1011; rj\l = 1577-1014.

Hieraus resultirt mittelst der Formeln (18a), sowie 11, (25a) und (23).
b=408,24=0,65; e2—= 13,8(14,2; 13,4); e, =_3,8 (+7,3; -7,9).

*4 = 18,0(18,5; 17,3); £5=+8,8(+14,1;—13,5); e6=21,1(21,7; 20,2),
Geht man von der primaren Vertheilungstafel aus, so ergibt sich:

5=408,54 +0,65; 2= 13,9 (14,3; 13,4); £3=—4,6(+7,0; -8,2)-
f4 = 18,0; «& = — 8,6; e = 21,1.

Der Vergleich der zusammengehdrigen Bestimmungsstiicke zeigt
-dass die Mittelwerthe gerader Ordnung durch die Reduction der
Vertheilungstafel nicht wesentlich geandert werden, wahrend die
Mittelwerthe ungerader Ordnung innerhalb des durch die mittleren
Fehler markirten Gebietes erheblich schwanken. Da diese Gebiete
fur & und « sich vom arithmetischen Mittel b nahezu gleich weit
in positiver und negativer Richtung erstrecken, ist die Asymmetrie
des vorliegenden C.G. als unwesentlich aufzufassen.

Als viertes Beispiel wéahle ich aus den Untersuchungen von
G. Dunckerl)* Uber »Variation und Asymmetrie bei Pleuronectes
flesus L.« die Bestimmung der Strahlenzahl der Riickenflosse an 1120
(602 mannlichen und 518 weiblichen) Individuen. Unter den von
55 bis 71 variirenden Strahlenzahlen soll a0 = 62 mit z0 = 194 als
vorlaufiger Ausgangswerth dienen. Dann erhalt man aus der Tabelle
der folgenden Seite die AVerthe:

m = 1120; mrji = — 312; mrjl = 6482; mrjl = — 3186;
mrjl = 114734; milB = — 33762; mrjl = 3364742, oder
rji— — 0,2786; ~ = 5,7875; ™~ = — 2,845; ™ = 102/4;

— — 30,14, rjil = 3004.
Es ist ferner ™ = 121500; rj\l = 6590-103; v{| = 3776-105.
Es resultiren somit folgende Bestimmungsstiicke fir den O.G.:
b =6172 = 0,07; e = 2,39 (244; 234); «& =+ 12 (15, 0,7);
e4 = 3,18 (3,25; 3,10); e = + 2,6 (2,9; 2,0); e6 = 3,8 (3,9; 3,7).

1) Wissenschaftliche Meeresuntersuchungen, herausgeg. v. d. Commission zur
Unters, d. deutschen Meere in Kiel und der Biolog. Anstalt auf Helgoland)

HI. Band, Abtheilung Helgoland, Heft 2, 1900, S. 339, 388, 390.
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a o~ S0 s sl s

55 4 4 4 4 4
56 12 16 20 24 28
57 24 40 60 84 112
58 46 86 146 230 144
59 103 189 335 342

60 161 350 565

61 174 685
62 194
63 162 495

64 101 240 443

65 70 139 255 297

66 39 69 116 183 163
67 18 30 47 72 109
68 9 12 17 25 37
69 2 3 5 8 12
70 0 1 2 3 4
71 1 1 1 1 1

Um auch eine Vertheilungstafel mit stark asymmetrischen und
uber ein weites Gebiet zerstreuten Werthen als Beispiel zu bringen,
will ich an funfter Stelle die tdglichen Regenh6éhen des Monats October
fir Genf wahrend der Jahre 1845—1892 behandelnl). Die in den
Archives des sciences physiques et naturelles der Bibliothéque uni-
verselle de Genéve allmonatlich verdffentlichten meteorologischen
Tabellen gehen die Regenhdhen bis auf Zehntel Millimeter an. Indem
ich die aus diesen Werthen sich ergebende primére Vertheilungstafel
auf Intervalle von 1 mm reducire, erhalte ich folgende reducirte
Tabelle:

1) Yergl. Fechner’s CollectivmaBlehre, S. 344 und 436 ff. Dort dienen
die Regenhthen fur Januar, April, Juli und October als Beispiele fir die logarith-
mische Behandlung der C.Gf. nach Fechner’s Methode. Ich wahlte oben den
Monat October, weil er die hochsten Regenhdhen aufweist.
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a * a YA a
05 125 165 85 325 65
15 725 175 9 335 3
25 60 185 45 345 2
35 3l 195 65 355 0
45 245 205 3 365 1
55 39 215 55 375 2
65 26 25 7 435 1
75 19,5 235 2 455 1
85 265 ' 245 4 555 1
95 14 255 6 565 1
105 21 265 2 595 1
115 125 2715 5 625 2
125 145 285 3 665 1
135 10,5 295 2 795 1
145 115 305 1 805 1
155 13 315 15 975 1

Fir den von 0—38 nun sich erstreckenden Theil wahle ich a, =85
mit * = 26,5 als vorlaufigen Ausgangswerth und erhalte St = 182;
Sa = 397,5; St = 1507,5; ST = 1911,5; St = 10376; Sa = 4611;
St = 57933,5; Sa = 6573,5; Sf = 261793; Sa = 5793,5;
£+ = 970690,5; Sa = 3120; St = 3000926,5; Sa — 947,5. Fin-
den Fest mit den von 43,5—8,5 = 35 bis 97,5—8,5 — 98 sich er-
streckenden Abweichungswerthen sind die Abweichungssummen direct
zu bestimmen. Um diese Arbeit zu vereinfachen, fasse ich die Ab-
weichungswerthe 35—45; 45—55 mm u. s. w. unter 40; 50 mm u. s. w.
zusammen, so dass bloR die Summen

2.40v + 5.50v + 1.60v + 2.70" + 1.90*
fr v— 1 bis 6 zu berechnen sind. Man erhélt fir dieselben der
Reihe nach: 620; 37200; 2384000; 16296-104; 118112-105;
899712-10!" DemgemaR ist to=617; to™=—404—215,5+ 620=0,5;
mrj\ = 2-14987+ 3-3419+ 579,5 + 37200 = 78010,5; u.s.w. Da
)i = 0,001, so sind die »/-Werthe unmittelbar als die auf das arith-
metische Mittel b bezogenen e-Werthe aufzufassen, so dass G =
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4 = 126; @ = 4470; 4 = 282100; 4 = 1951-104, 4 = 1467-10°.
Um die mittleren Fehler fir sf, 4, 4 abzuschatzen, genugt es, die
potenzsummen der Abweichungswerthe vom achten, zehnten und
zwolften Grade fir den Rest der Vertheilungstafel zu berechnen.
Denn der Antheil des Restes an diesen Summen wird mit wachsendem
v immer groRer. Er betragt fir v = 2 nicht ganz die Halfte und
fir v =06 das 0,994-fache der Gesammtsumme. Man findet so
4 = 946-10i6; 40 = 675-1014;, «l = 184-1018 als Nalierungswerthe,
Es resultirt demgemans:

b=1850=+045; e = 11 (12; 10); e = + 16 (18; 14);
ed = 23 (25; 20); e = + 29 (31; 25); ee = 34 (36; 31).

§ 2. Die Correction der Summenwerthe Y/ zx[ax — b'f
wegen stetiger Vertlieilung der z-Werthe auf die Intervalle.

Bei der Berechnung der Mittelwerthe sv wurde vorausgesetzt,
dass jedes %x dem in der Vertheilungstafel beigeschriebenen ax un-
mittelbar zugehoére. Diese Auffassungsweise ist hei Anwendung der
Methode der Mittelwerthe in jedem Falle zuldssig und im Interesse
einer gleichférmigen Behandlung aller C.G. auch dann geboten, wenn
die B-Werthc stetig veranderliche Malizahlen sind, so dass eine Ver-
theilung der zx auf die den ax zugehorigen Intervalle ax +z \ix an-
zunehmen ist. Soll aber die Vertheilungstafel durch eine Function
®(a) des stetig variablen reellen Argumentes a dargestellt werden
(vergl. H, § 4, c und HI, §5), so sind auch die empirisch gegebenen

auf die den ax zugehorigen Intervalle vertheilt zu denken, mag
im Ubrigen die Annahme einer solchen Vertheilung, der Bedeutung
der durch ax markirten Varianten zufolge, von vornherein geboten
sein oder nicht. Man wird dann wiinschen, an Stelle der aus der
Vertheilungstafel zu berechnenden Summen

mev — )y [ax — by (19)

die Werthe der Uber das Gebiet der Vertheilungstafel erstreckten
Integrale [HI, (87)]

sr = j f(a) + (@a— bfr da, 20y
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wo f(a) die Vertheilung der *-Werthe auf die Intervalle angibt
als Unterlage zur Bestimmung von 0(a) zu benutzen.

Dass diesem Wunsche, sofern ich die Verhéltnisse richtig be
urtheile, nicht in zweifelsfreier Weise entsprochen werden kann, zeigen
die folgenden Darlegungen, fir die constante Intervalle von der
Lange i vorausgesetzt werden.

Da von der Function f(a) bloR die Werthe der von ax— Xi bis
a, + \i erstreckten Integrale

bekannt sind, so wird man — den Kegeln der Interpolationsrechnung
gemaB — f(a) innerhalb eines jeden Intervalls durch eine ganze
rationale Function von a darstellen, deren Coefficienten durch die
jenem Intervalle sowie den benachbarten Intervallen zugehérenden
%-Werthe zu bestimmen sindl). Es ergibt sich so, wenn f(a) inner-
halb eines jeden Intervalls entweder in erster Ann&herung constant
oder mit gréRerer Genauigkeit durch eine lineare Function von a
oder bei noch schérferer Bestimmung durch eine Function zweiten
Grades darstellbar vorausgesetzt wird, fiir das Intervall ax = \i im
ersten Falle

fia) = v (2i)
im zweiten Falle

m ="+ (a-axF—" " oder f(a) =™ + (a-a) =N (22)

so dass auch das arithmetische Mittel beider Werthe

fla) = ™ + la—ax) Zx+|1—"~1 (22a)

1) Vergl. Fechner’s CollectivmaRlehre S. 183, wo die Formeln (21), (22)
und (23) von mir benutzt werden, um den dichtesten Werth zZh interpolatorisch
zu bestimmen. Eben diese Formeln resultiren auch aus den Ublichen Inter-
polationsformeln, wenn man nicht von f(a), sondern von dem Integrale

F(a) f(a)1da

ausgeht, das von der unteren Grenze der Vertheilungstafel a( — \i oder, da /'{»)

unterhalb dieses Werthes durchweg gleich Null ist, von —o0 bis zu einem beliebigen*
in den Bereich der Vertheilungstafel fallenden Werth « zu erstrecken ist. Es sind

dann die Werthe FH.. +£*} = *i + W% + +++ + zx, flir x = 1, 2 ... n, bekannt.
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zuldssig ist, und im dritten Falle

_fL\ %oy- NFx4] —+ %%6x-1 . R , Zy.+l ~x<—1

W i 34 i e ee 200

2Zx+1 — 2XX +
213

(23)
‘(- My)

Zerlegt man nun s, in die Summe [Il, (49)]

& +4)+ i+ &,
wo fir x=1,2 ... n
s[X) =:ff[a) ' (0— &) da

das von a*—\i bis ax + \i erstreckte Tbeilintegral darstellt, und
setzt man flr dasselbe

a—ax+J;, fay= + +
so wird
e+ a)+ ()T =~—-

+(2) W 11: + AN5)+ (B)NNNN-— Q)i 328_)/5

HWB 2 GEHIm+ s I 78

Man erhalt daher

1) auf Grund von (21), wenn O — | Bx = yx = 0:
10 »* \Ff4 r—4 .

2) auf Grand von (22) und (22a), wenn az—xz; RXx=zX— Z._.
oder xz+i—  oder £(%z+1—**_j); jlz = 0, der Reihe nachl)*

1) Bei der Ableitung dieser Formeln ist zu beachten, dass z. B.
& 2 (XX —**-) (- r== N 235 (a5 F- K 2 * —i K -i— *+*f

— T AR~
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/w2 v-2 ||)\Lf b= |\J>\ 89 il v ¢

\2/ 12 £, 2 43 240 e~ (253)
4 V=2 \ 89 -i* v4
(2 (ff % &3 {11/ 240 v~ — (25b)
YV 2 o3 h"\89-74 ., 4 /w\341-f6 v_6
1/ 240 v4 \6/ 448 Ev~-y— (25¢)
3) auf Grand von (23), wenn a* = **— — 2%* + zx_{y

Bx — 2-(hz+i  zx—i); yx - -+ —— — 272x -f- zx-\):

1 IV > e*-\ |~ ~NB-* ty\ 887-%6

m Sv = «V 12/12 UJI 80 tv-i UJ 1344 e’_6
W\ 19 -i? v_ (26)
\8/ 15 £v-~8 Y

Hiernach resultiren die Integralwerthe aus den Summenwerthen,
indem an den letzteren die durch (24) oder (25) oder (26) angegebene
Correction angebracht wird. Nun fuhrt diese Correction zu entgegen-
gesetzten Werthen, je nachdem die zx nach (21) gleichméaRig oder
nach (22) oder (23) mit Ruicksicht auf die x-Werthe der Nachbar-
intervalle auf die zugehotrigen Intervalle vertheilt werden. Sofern
nach den Regeln der Interpolationsrechnung die Formeln (22) und
(23) fur genauer als (21) zu gelten haben, verdient (25) und um so mehr
(26) den Vorzug vor (24). Indessen hat auch (24) als Corrections-
formel zu gelten. Ueberdies ist zu beachten, dass die Correction
stets das gleiche VVorzeichen wie in (24) erhélt, falls nur jeder £-Werth
symmetrisch, im Ubrigen aber beliebig auf das zugehdrige Intervall
vertheilt wirdl).

Da somit die Correction je nach der Annahme, die bezlglich
der Vertheilung der % auf die Intervalle gemacht wird, ebenso wohl
positiv wie negativ ausfallen kann, so wird es wohl als zuléssig

1) Werden die aus der Vertheilung der %x auf die Intervalle ax & i resul-
tirenden, auf ax als Ausgangswerth bezogenen Mittelwerthe durch Vx v Vx 21 TIx,3""
bezeichnet, so tritt an Stelle von zx(ax— b)v die Summe

ZxXK — v+ (1) — + (2) —6)T-2%2 4—

Da nun yx”?, gxi ... wesentlich positiv sind und bei symmetrischer Vertheilung
VXli — Vxyz = «1+ = 0, so erhellt die Gleichartigkeit der Correction mit (24).
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angesehen werden missen, auf jede Correction zu verzichten und tv
ohne weiteres als Naherungswerth fur zu benutzen.

Construirt man beispielsweise auf Grund des gewohnlichen Fehler-
gesetzes ')

PH) = T— — P
*) V7 &P (—P)
die Vertheilungstafel
—3 —2 -1 0 1 2 3
4 335 4456 10410 4456 325 4°
so erhalt man G =10,5832; = 1,0140; «6 = 2,8812. Diese Werthe
sind allerdings groRer als die von — oo bis -f- oo erstreckten Integrale

= 0,75; Jtéch(t)dt = 1,875,

Die Correction mittelst (26) ergibt aber als entsprechende Werthe
0,4999; 0,3849; —1,7,

so dass sie nur fur  zu einer Berichtigung, fir 4 hingegen zu einem
véllig unbrauchbaren Werthe fihrt.

§ 3= Die Berechnung der Summenwerthe

Will man die Vertheilungstafel

o b n 27)

Zq, zn

nach der im 1l. Capitel, § 4, c, entwickelten Methode durch die
mittelst der Hulfsfunction

D) = v
gebildete Function
0(a) = y0 * mlec) + yt 1opy(a) + y21(p2fa) + + (28)
darstellen, so sind — wie im Ill. Capitel, 8 5 gezeigt wurde — die

Summenwerthe

1; Mittelst der ~-Tabelle im Anhang zu Fechner’s Collectivmalilehre.
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(29,

fir v=o0, 1, 2 ... zu berechnen, um, nach Bestimmung des Para-
meters A zur Kenntniss der Ooefficienten yv auf Grund von Kt, (79
zu gelangen.

Diese Berechnung kann durch successives Aufsummiren nach dem
Schema (6) in § 1 geleistet werden, wenn der dort vorausgesetzten
Reihe von n Gliedern das Glied 0 hinzugefugt wird. Es resultirt
alsdann:

n %n 42)
n—1m-1 4% 4) 4

W By S|

3
2 iﬂm 4l 3
1 % S»
0 20 s,
Sl
wo
SO — &0 4+ *1 4+ *2 4+ 111 mn )
si = «gp + 4'Li + «g|j K —— h 4|)
= 0, + 2-»2+ 3% + v 4-nYnl
&=+ 8,5+ + &f
2-1 3-2 , n(n—1)
2 R+ o W+ 4-mmmm- 0 " azn

=2 Kz +¥

3-2-1 . 4-3-2 vn(in—1(n—2), .
ERR § R forc L Sam— R-mm *4 —+ - zn.

und allgemein

SV = 4i-v+l + s»-r+2 + -+

() o e 0
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Beispielsweise erhadlt man fir die Vertheilungstafell)

0 a= 3
850 129 74 5

aus
3 5 5 5 5
2 74 79 84 5
1 129 208 89
0 850 292
1058

die Werthe S0 = 1058; Sx = 292; S2 = 89; S3 =5; SA=0; ...
Setzt man nun
0O(@) =ylr1p(@ + ytrirp, (8 + y21¢p2(«) 4--—-—--
als darstellende Function voraus, wo
70 = exp (— 2)m 80' 7, = exp (—2){2S50 — £} ;

72 = exp (—2) Sa — 28, + S,

22

/3=exp(—2)l\ 233,5\0— S, +2(SZ—8311;

und wéhlt man fur 2 den Werth 0,3, so wird exp (—2) = 0,7408;
—783,8; /i=18,8; 727=136,3; y3=19,9; /4 = 1,2; und man erhalt

®(0) = 850; ®(1) = 129; <D() = 74; ®(3) =5; ®(4) = 0.

W#éhlt man hingegen fur 2 den Werth 0,2, so wird exp(—2) = 0,8187;
7o = 866,2; /, = —658; y2—42,4; 73 =6,8; 74 = 0,4; und es
wird wiederum eine vollstandige Uehereinstimmung mit den Werthen
der Vertheilungstafel erzielt.

Es wird ferner die Vertheilungstafel

0 1 2 3 4566 7
126 115 208 308 190 58 8 2

1) Entnommen aus: Gr. Duneker, »Variation und Asymmetrie bei Pleuro-
Uectes flesus L.« Die Varianten 0, 1, 2, 3 bezeichnen die Anzahlen der Theil-
strahlen in der linken Bauchflosse bei 1058 (561 mannlichen und 497 weiblichen)
Individuen. — Die Varianten 0 bis 7 der folgenden Vertheilungstafel geben, die

Anzahlen der Theilstrahlen in der linken Brustflosse fur 1015 (528 mannliche und
187 weibliche) Individuen an.
Wundt, Philos. Studien. XVII. 37
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durch die Function
©(«) = 137,4 + <p(a) — 72,7 + cpy(a) — 12,2 + <p2(a) + 50,0
+ 26,5+ 9)4(0) + 1,9+ 95(@) — 3,11 %»e(@) — 1,5+ 9, («)»

fir welche

insoweit dargestellt, als die Werthe

a . 0 1 2 3 4 5 6 71 g
0@ | 126 113 211 305 190 5 9 1 05
resultiren.

Will man den Parameter 1 nach einer festen Regel bestimmen,
so kann man X = Sy : S0 setzen, so dass 7, = 0 wird.

§ 4. Die Berechnung der Mittelwerthe
Die auf ein beliebiges Werthenpaar (c, d) bezogenen und durch
m:+ 4+° = iK —cf (5 —df 31)
=i 2=1
fir o—0, 1,2 ...; 0=0, 1, 2. . definirten Mittelwerthe der
doppelreihigen Vertheilungstafel

«j «Q vo..oar
bi *1 %21 .
h =12 N2 o (32)
bs %Is A2g .. Xfs

lassen sich nach der in § 1 entwickelten Methode berechnen, wenn
sowohl die Reihe ay, a2 ... ar als auch die Reihe b,, b2 111 bs
aquidistant ist.

Ist das constante Intervall der o-Werthe gleich i, der 5-Werthe
gleich j und wird vorlaufig eines der r+s Werthenpaare (ax, b/), das
durch (a0, b(j) bezeichnet werden soll, zur Bestimmung der Abweichungen
gewéhlt, um nachtréglich zu den als Norm geforderten Bezugswerthen
(c, d) Uberzugehen, so stellt sich die Vertheilungstafel (32), wenn die
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Abweichungen ax — a0 und h. — b0 an Stelle von ax und b>. treten,
in folgender Form dar:

B | B —Y —i 0 i 2« ui

— V] ft—t, v o *—2 L=V %0, — Fiwe *2 -, Ly
Y0 w2 .. K22 Ko 2 K 2 KL o2 % 2 . Ky
—3 T 2,1 Ry 11 %01 *L -1 %2, -1+ Ay —1
0 2,0 “ L0 *0,0 *10  *20 0

j wt1 .. £-21 £-11  *01 *11 *2,1 ¢« %,

2] *,2 e *22 *-12  *02 *12  *22 C Fi 2

Wj %—t, 10 L Z=2,w N—1,10 %0, « &1, w N2, w

Sie zerfallt nach Abscheidung der zu *0,0 gehtrenden Vertical- und
Horizontalreihe in vier Quadranten, die durch vit, viu, wit und
w1 u Werte ausgefullt werden.

Die auf (0, 0) bezogenen Mittelwerthpotenzen, die zur Unter-
scheidung von den auf (c, d) bezogenen Werthen durch rf+a
bezeichnet werden sollen, werden alsdann durch die Abweichungs-
summen

X—t 1=0 x=u 1=

eCT7T=(-»ri(-})a 221 . (-Jf|22*5 e -»
*=1 1=1 x=I 1=1
. J=" =u I=io
+ (' |f|f|22**l 191 *-«,» + o/ 2**-r-*»,i
3t=1 1=1 y.=l 1=1
e LA .
Lif 2R 2

—+ (—jf' 2°°ll"'*«. ->> +/‘i200 o % »

+ 02, (T +*00
firgq=0,1,2.. a=0,1, 2 ... bestimmt, wenn 0? und O
fir g — 0 und a — O gleich 1 gesetzt wird.
37~
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Es handelt sich somit wesentlich um die Berechnung von Summen

X=nX—ni
'S N
=l S '

=D+ 1°1Zn+ + 1°0 20 +3p 1% %L + +
0 2°0Z12 4200 M1z 4" 3 02078 4+ v '

-f- lee 3aezls +2' 31 XB + 3" 3+ %83

aus einer gegebenen Doppelreihe von n-m Werthen zXiX, die in
der Form

n n_—a . 1

m %n, m %n—I, m . &lm
Mm—1 xnMot %\, m—i . AL M

1 %n, 1 Z'n—1,1 . Zi, 1

vorausgesetzt werden kann, in welcher n die Werthe t und u, m die
Werthe v und w représentirt.

Aus dieser Doppelreihe leite man weitere ab, indem man sowohl
das System der Horizontalreihen als auch das System der Vertical-
reihen dem Summationsprocess (6) [8 1, b] unterwirft und jede neu
entstehende Doppelreihe ebenso behandelt. Auf diese Weise ent-
steht ein System von Doppelreihen, das durch folgendes Schema
angedeutet wird:
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AY 'S Tl



568 Grottl. Friedr. Lipps.

Es ist hier fur fi = 1, 2 012 ..
sV = <rbv) + 4710 + v v + 4frl ™,
und farv=1 2 ..., fi=0 1 2.
a8 4Y-1) + + +
wenn s*%0) = ««-X+i, gesetzt wird. Insbesondere ist
A{f}y) L) L ), 00
IR UL 3 (7 D
Berechnet man nun fur jede Doppelreine den Werth
St = V&Y,
indem man Uber x =1, 2 ... n—fi, 1 =1, 2 ... m—V summir,

so erhalt man
S0,0 = 2%« ) =2 rx«i’
S = N pr— 1) - %
sh = 2N = 2 &-1)e*«™*
su=2$7 = ~(-1)  (AD

und allgemein

9 — V(x— (5 D)) (A= DL-2) (=) W T

wo die Summation beziiglich der *X)i Uber den ganzen Bereich von

(36) sich erstreckt.
Hieraus findet man die von x =1 bis % =n und von 1 =1

his 1 = m erstreckten Doppelsummen bestimmt durch:
| = Aeo,
‘ — Si0 + S0o ;

27 -x*1 = $i + $00;
2«17 = Aii +$io + #oi + Al ;

2% *= 2vg20-f- 3+$10 + $00;

20N o xt = M2 + 3080 + $00;
2NN — 20801+ 24420 + 3+ $n -f- 3+ $10 + $oi “T Soo>
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A1** i =21S12 4+ 2% + 3+Sn + 3+$01 + SI0 + $00 ;

yx2A2-%x,*=4-$22 + 6'$21 +6'$12 + 21420 + 250> + 93N
+ 3310 + 3+ $01 + 0O ;

Das Bildungsgesetz fur diese Summenwerthe erhellt aus
$*, +c<IV-DINSi.-i)r+ct) (-1 1Bw—i)

+Ccur ' ar M — 1) [V— e su-l,v-1 + +++ + $0,0J

VO die Werthe c(*\ cfj ... c[I\ ¢2) +++ der Tabelle (14) in §1, b
zu entnehmen sind.

Da jeder der vier Quadranten von (33) dem an (36) skizzirten
Rechenverfahren zu unterwerfen ist, so ergeben sich je vier Werthe
$ v. Um dieselben zu unterscheiden, mogen die $-Werthe fiir den
Quadranten der u-w Werthe zXii durch $£t, fir den Quadranten
der utv Werthe % * durch $£7, fir den Quadranten der ti1w
Werthe Z-Xyi durch St und fur den Quadranten der ti1v Werthe
X_y durch $77 bezeichnet werden.

Es finden sich ferner in (33) noch die vier Reihen der u Werthe
z¥ 0, der t Werthe 0, der w Werthe z0> und der v Werthe %0,
neben dem Werthe z0 01 Auf jede dieser vier Reihen ist der Sum-
mationsprocess (6) [§ 1, b] unmittelbar anzuwenden, um aus den $-
Werthen die Summen

S %ol =1 z-p° = 1 =" mlo -1
zu finden. Von diesen $-Werthen mdgen die aus den zx>0 gebildeten

durch $,t0, die aus den 0 berechneten durch $7° und entsprechend
die aus den z0, und z0 -i abgeleiteten durch $),+ und $S_ ange-

deutet werden, so dass beispielsweise
“~x+¢ 0= $i+0 + $0+0; 2*- 0 = Ar° + 50-0:
21%02 = §10+ + $0+; 2 W-%>* = $I" + 5o~
DemgemaR resultirt durch Einsetzen der $-Werthe in (34):
m — $00+ + $iw —+ $oo+ + $o0 —+ $0'"° + $0 ° + $o+ + $0 -+ "oo!

w10 = le ($10+ + 10 --—-Pr+----s10 ) + (Hro+ H¢ s00 $oo+ 00 )

+ ($f° — $r°) + (S0+0 — &T)i;
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moi — Jl($oi+ —$01 + $oi+ — A0i ) + ($oto+ — $00 + $o0+ — g—\
+ B0+ — BN + (Bo0+ — S0} |

Wi = ij\(sti+ — sfr — $n+—+SBrr)+($a+ — $iV — $r0+-+Srr)
+ ($ol+ $<u — $oi+ + $01 ) + ($ut0+ — Sfo — $oo+ + $m-~)|

mrjl, = N2($i+ + B+ $-o+ + $77) + 3($ito+ + FiV+Sr,,++S5ro-;!
+ ($ot0+ + $00 + $00+ + $00 ) + 2($2" + 2 °) + 3($i" -p
+ ($0"° + $<T9)j ;

mifv =p\2 (§012++SFfr + $-2+ + $-2-) + 3($oti++$0?)"+$0-1++$07-)
+ ($lo+ + $wi —+ $oo+ + $00 ) + 2($2+ -f- Sf~) + 3($j)+ Sf~)
+ ($o+ + $0 )J;

mril = 2($++_$++§71+—8r) +2(Sf+— $V + §20+— §2'c,
+ 3 ($ii+ — sf~ + $n+ __§1°°)+3 ($ivo+ — $lo——+$r0+ _Pro-)
+ ($oti+ — $otr + $ol+ — $oT) + ($oto+ — $oV —+ $o~0+ — $-0-)|;

mrfn = Nj2($+++$+“_$-+__ Sn~) +2($"2++otr-Hol+-$r2l
+ 3 ($at+ + $+- — sGt — Brr)+3 ($+++$tr — Fi+—ssr)
+ (Sfo+ + sfr — $To+ — ST) + (Soto+ + $or0* — $00+ — $0T)j ;

mrj'H = *2y2{4($22+-f-$22 + $22++$22 ) + 6 ($™+-{-$n +$21++$21 )
+ 6($12+ + $12 —+ $12+ + $12 ) + 2($20 ' —+ Sfo + $20+ + $20 )
4+ 2($02+ —+ $02 —+ $02+ 4+ $02 ) + 9 (Bil+ + $U + $11+ + $11 )
+ 3($io+ +$10  + $io++ $10) + 3($J'r +$01 +Poi+ + $oi )
+ ($io+ + $m  + $oo+ + $00)} ;

Setzt man fur « =0, 1,2 ...p; v==0,1 2 ... a wenn|
und a beliebig aber fest gewahlte positive ganze Zahlen bezeichnen,
zur Abkiirzung
[$<)—«,B—v] — sy-H' 0—v + (1) +$0"1Z o-v + (— 1)+ $ed" a~v

+ (~ir°-sf-,a.v-
[$7-J = St-,,0 + A+ -0 + (- Df + (- D?$7T o (309)
+ S8 + )7 %50
[$ff~] = sFer + (- 1jo.$ot7-, + $o7tv +  _])§.$077-,
+ $<r-v + (---Da $o-*,
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so kann der Zusammenhang von mit den S-Werthen allgemein
durch folgende, fir q =1, 2, 3 ...; d=1, 2, 3 ... giltige Formeln
vor Augen gestellt werden:
m4+.° =iegaf <7l[S? J+Cqg'f?—I)lu! [SQ-ha]+c{Q](a-DI [S™]

+ 4" 47— — 1! [Ae_,,a=] + +++ + [So0,0]; g9
*pd) =F* [N + 4) (2-D [M-i] + o+ [l "]

mr,l,, =j°\a\[S,,] +- egp> (<I— ! [S,,_i] + ++ + [50]].

Soll nun schlieBlich an Stelle der vorlaufig gewahlten Ausgangs-
werthe a0, h0 das als Norm geforderte Werthenpaar (c, d) treten,
far welches ¢ = a) +y, d = &0 + d sein mdge, so hat der Ueber-
gang zu den auf (c, d) bezogenen .Mittelwerthen eQ>a mittelst

R (1) v-Tvho- w—tit... (40)
zu erfolgen. Es ist somit
«io = to— 7 ; «0i = »0i —d; «ii = i/n — yilli — di/i0 + yd;
«@0 = iro— 2yr]l0 + y2; «02 = o2 — 2di/0i + d?;
@t — 121~ dlrzo — 2yilii+ 2ydi/i0 + y2iloi — y2d ;
a2 = 12— yio2 — 2difii+ 2ydi/0i + d2i/i0 — yd? ;
«@2 = »i22 — 2Yili2 — 2dir1 + y2ilo2 + d2il20 + 4ydi/n — 2y2d‘iloi
— 2yd2i/l0 + y2d2;

Wahlt man, wie als Kegel anzunehmen, (c,d) so, dass «io=«oi =0,
so wird y = j/10; d = i/ll und man gelangt zu dem Mittelwerthe e
auf Grund der Formel

0+(T=l 16"\ o+cr—I
(DVq-&,O - Vio *'loi

«@® —'Is»
(41)
+ (|)(|)7ﬁi(kg1 C70 0l L
Dann ist EAY
«i0 — «0i = 0; «n — Tlii — »lio + Tloi ;
«@0 = 1/20 — 7/10 ; «02 = 7/02 — l/oi !

«1 = 7/21 — 7/207/01 -— 21/nl/10 + 2l/?0l/01 ;

&2 = 142 — 702110 — 21/A1/0I + 21iol/di ;
«@2 = 722 — 21127110 e 21/217/01 — 70027110 4+ 7/207/01 4 AV/iil/iol/O1—3i/2qlloi ;
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Schlielilich ist noch die Correction wegen der Endlichkeit der An
zahl m der Werthenpaare, die zur Ableitung von dienten, nach
1, (62a) anzubringen und der mittlere Fehler nach 11, (60) zu be
rechnen, um in den nach Madglichkeit berichtigten und gesicherten
Werthen e,;, die Bestimmungsstiicke der Vertheilungstafel (32) zu
erhalten.

Um die einfache Anwendungsweise der obigen Rechnungsregeln
an einem Beispiele zu zeigen, wéhle ich die Vertheilungstafel fur die
beiderseitigen Anzahlen Muller’scher Drusen bei 2000 ménnlichen
Schweinenl) .

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0 8 5 2

1 4 151 58 9 3

2 2 65 154 9% 28 7

3 14 88 173 128 28 6

4 5 27 119 153 77 26 3 1

5 7 24 92 101 52 11 9

6 16 58 48 16 7 2

7 1 8 20 18 17 9 5

8 3 3 2 2

9 1 3 2 2 1
10 1

Werden hier die Varianten al = 3, b) — 3 mit x00 — 173 als vor-
laufige Ausgangswerthe bestimmt, so ergeben sich als Summen der %
fur die einzelnen Felder

Sto+ = 778; St~ = 39; i%+ = 40; S"~ = 449; SH0 = 162;
Sal = 102; = 152; = 105;
z00 = 173 mit der Gresammtsumme m = 2000.

1) Ich entnehme dieselbe der Abhandlung von G. Duncker »Die Methode
der Variationsstatistik« (Archiv flr Entwicklungsgeschichte der Organismen, Vffl.
S. 180), wo sie zur Berechnung des Correlationscoefficienten nach Galton und
Pearson dient. Die Varianten 0 bis 10 der Horizontalreihe bezeichnen die
linksseitigen Drusen; die Varianten O bis 10 der Verticalreihe geben die rechts-
seitigen Driisen an. Es fanden sich also z. B. 119 Individuen mit 3 Drisen links

und 4 Drisen rechts.
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Indem man sodann in jeder Horizontal- und Yerticalreihe in der
Bichtung von den gréReren Abweichungswerthen nach den kleineren
aufsummirt, erhalt man folgendes System von Tabellen mit den zu-

gehdrigen S-Werthen:

8 13
4 155
2 67 8
14 34
107
1 173
131
69
15
12
8 5 2

12 156 60 9 3

1 7 3

8 13
12 168

1 401
228

97

28

13

126

82 74
24 26

218 92
146 72
73 47
24 16
12 9

50
39
23

42
33
24
10

6

29
20
13

13
13
11

4

 Bye Bpe B

10
10
10

= W o

- k0w

- 20w

Sfo+ =911
SOT= 9
ATo+= 6
STo~ = 249
St° = 40
Sfl = 14
5S+ = 920

= 3
Soi+ = 8
Soi" = 243

= 43
tfr = 9
$u+=1652
str= o
snt= |
sn—= 201
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Yon diesen Tabellen schlief3t sich die erste unmittelbar rechts dir
zweite unmittelbar unten an die gegebene Vertheilungstafel an, wéh-
rend die dritte in diagonaler Richtung nach rechts und unten folgt
woraus die Anordnung der weiterhin nach rechts und nach unten
sich anheftenden Tabellen ersichtlich wird. Fur dieselben findet sich

Ot =636, 85 « 1; STo+=o; Sp» =14 Bt°=6 s-°=(
Rt = 609; SOV == S+=0 Sp =15 S5+=11 s°r =
Sti+ = 1533; sfr = Sn+ = 0; Siu~ = 20
8t = 1461, s&- =siv =0 s =21
S&+ = 1703; str =Si+ =0; $2 =8, u. s w.

Setzt man diese Werthe in die obigen Formeln ein, so wird, da
i —j — 1, mrjio = 1079; mrjo\ = 1093; mr~i = 5297; mrjh = 6571
mr/l-i = 6511; mrfh = 11613; mrfh — 11427; myn — 52643
oder rjl0 = 0,5395; rjoi = 0,5465; gh = 2,6485; 110 = 3,2855;
*02 = 3,2555; rjh = 5,8065; nh = 5,7135; 4 = 26,3215,
Die als normale Ausgangswerthe (e, d) zu wéhlenden arithmetischen
Mittel sind daher ¢ = 3,5395; d = 3,5465 und die auf (c, d) bezo-
genen Mittelwerthe werden nach (41) durch

£10 = £01 = 0; £n = + 2,354; £20— 2,994; £02 = 2,957,

eli = + 1,473; eh = + 1,385; 4 = 18,602
bestimmt. Die Correction dieser Werthe wegen Endlichkeit der zu
Grunde liegenden Anzahl m fiihrt nach 11, (62a) zu
(EU)2 = + 2,355; (£20)2 = 2,995; (£02)2 = 2,958; (£21)3 = + 1,474,

(£12)3 — + 1,386; (fi22)t — 18,631.
Die nach 11, (60) berechneten mittleren Fehler Mg> sind
MIj = =% 0,039; M0l = =+ 0,038; Mn = =b 0,081.

Um auch die Werthe von M20, if02, Mn, MVl und Mn abzu-
schétzen, bestimme ich aus der erheblich reducirten Vertheilungstafel
-3 0 3 6
168 72

86 966 148 1

1 156 341 32
1 18 10

owooow
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rl0 — 60; 44 = 50; vea = 600; = 600; = 10000,
uncl nehme diese offenbar zu groRen Werthe als Anndherungen an
40> «04? «i2, «24, «4i- ES kann sonach angen&hert

Jf20 = +0,15; -3"2— —0,15; M2 = =t0,5; MI2= =20,5; if2 = =42

gesetzt werden. Geht man schlieBlich zu den Wurzelwerthen Uber,
so ergibt sich folgendes System von Bestimmungsstiicken:

C= 354+ 004; d= 355+ 004; «u == 153 (1,56; 1,51);
@ = 1,73 (1,77; 1,69); «2 = 1,72 (1,76; 1,68); «l = + 1,14 (1,25;
0,99); «12 = + 1,11 (1,24; 0,96); «2 = 2,08 (2,13; 2,02).

Die Correlation ist nach 1Y, § 2, (11) auf Grund der Werthe
Jn = + 2,355; z/2l = + 1,474; JIn = + 1,386; z/2 = + 9,772

zu beurtheilen. Diese Werthe miussten gleich Null sein, wenn keine
Correlation vorhanden wére. Es miusste ferner «u = «0 = «02!
SI2 = S30 = «03 = «21; «2 = «40 = «04 Sein, wenn die Werthe der
Vertheilungstafel sammtlich in der Diagonalen liegen wirden, um
welche sie sich augenscheinlich gruppiren. Es ist aber o = 2,4;
«©03 = 2,2; ewn = 27; «4 = 25, wonach das Zuruckbleiben hinter der
vollendeten Correlation der angegebenen Art zu ermessen ist.

Anmerkung. Auf die »Berichtigung« Marbe’s (S. 462 ds. Bds.) erwiedere
ich, dass ich in der FuBnote zu I, § 6 (S. 116 ds. Bds.) nicht — wie Marbe anzu-
nehmen scheint — eine ausflihrliche Kritik seiner Schrift beabsichtigt, sondern
die an jener Stelle in Betracht kommende Behauptung beziiglich des Vorkommens
der sog. reinen Gruppen wiedergegeben und auf den Mangel eines Beweises flr
diese Behauptung, sowie auf die Unmdglichkeit eines Beweises hingewiesen habe.
Meine Bemerkungen wadren daher nur dann zu berichtigen, wenn der Beweis von
Marbe thatséchlich gefiihrt worden wére oder gefiihrt werden kénnte. Dass
dies nicht der Fall ist, wird jeder zugeben, der mit der Behandlung von Problemen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung vertraut ist. Ich muss somit die friheren Be-
merkungen aufrecht erhalten und fiige hier nur noch hinzu, dass jede empirische
Wahrscheinlichkeitsbestimmung im allgemeinen blo3 innerhalb gewisser Grenzen
als zuverlassig gelten kann (vergl. S. 120 und 1251. Demzufolge kann es sich beim
Vergleich zwischen Theorie und Erfahrung lediglich darum handeln, festzustellen,
ob die theoretisch geforderten und empirisch gefundenen Werthe innerhalb
gewisser (etwa durch mittlere oder wahrscheinliche Fehler bezeichneter) Grenzen
mit einander Ubereinstimmen. In der Nichtbeachtung dieses Grundsatzes der
empirischen Wahrscheinlichkeitslehre scheint mir der Grund fiir den Fehlschluss
Marbe’s bezuglich der reinen Gruppen ebenso wie fir den &hnlichen Fehlschluss
beziglich der Begrenztheit der Variantenreihe und der extremen Werthe (vergl.
S. 162) zu liegen. Ist aber die von Marbe behauptete Thatsache nicht erwiesen,
so kommt auch die Hypothese, welche die vermeintlich bestehende Thatsache er-
klaren soll, nicht in Betracht.



